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Resume. — L'un dcs buts dc cct article est de decrirc risomorphismc cntrc les tours de Lubin-Tate 
et de Drinfeld au niveau de leurs squelettes apres quotient par Ghn{Op)xO^ ou bien I xO^ ou Oj^ 
est I'ordre maximal dans I'algebre a division d'invariant — sur _F et / un sous-groupe d'lwahori de 
GL„. Nous donnons des applications a I'etude des sous-groupes canoniques sur les espaces de Lubin- 
Tate, la description dcs orbitcs dc Hecke spheriques dans ces espaces, les domaines fondamentaux 
pour les correspondanccs dc Hecke et I'application des periodes de Gross-Hopkins. Nous-y etudions 
egalement en detail les filtrations de ramification (inferieuro et suporieure) et I'application de Hodge- 
Tate d'un groupc formcl p-divisiblc dc dimension un. 

Abstract. — One of the goals of this article is to describe the isomorphism between Lubin-Tate 
and Drinfeld towers at the level of their skeletons after taking quotient by GL„(C'^) X O^ or 
/ X O^ where On is the maximal order in the division algebra with invariant — over F and / a 
Iwahori subgroup of GL„. We give applications to the theory of canonical subgroups on Lubin-Tate 
spaces, the description of spherical Hecke orbits in those spaces, fundamental domains for Hecke 
correspondences and the Gross-Hopkins period mapping. We also study in details the ramification 
filtrations (upper and lower) and the Hodge- Tate map of a one dimensional formal p-divisiblo group. 



Introduction 

L'un des buts de cet article est de decrire risomorphisme entre les squelettes des tours de Lubin- 
Tate et de Drinfeld apres quotient par GL„(Oi?) x O^ ou bien / x O^ oil Od est I'ordre maximal 
dans I'algcbrc a division d'invariant ^ et / un sous-groupc d'lwahori de GL„. 

L'isomorphisnie entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau des points ([7]) est un 
isoniorphisme GL„(i^) x D^-equivariant en niveau infini 
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qui induit un homconiorphisnic des espaces de Berkovich associes 



\CT^ 



\Vr^ 



Par passage au quotient par GL„(Oi?) x O^ il devrait done induire une application 

Ol\\W-^\ ^ GUAF)\M 
On va decrire cette application au niveau des squelettes de ces deux espaces. 



Plutot que de tenter de decrire le resultat general explicitons ce que cela signifie sur la figure 1 
dans le cas de GL2 pour le quotient par GL2(Zp) x O^ : 

- L'espace de Lubin-Tate sans niveau (la tour de Lubin-Tate quotientee par GL2(Zp)) est 
une boule ouverte p-adique au sens de Berkovich B^. Dans ce cas la appelons squelette de 
B^ un rayon de cette boulc ]0, +cx)]. II y a une retraction (la fleche verticale de gauche) 
jB^I — >]0, +00] donnce par la valuation de la coordonnce dans la boule. 

- L'espace de Drinfeld sans niveau (la tour de Drinfeld apres quotient par O^) est l'espace J7 
de Drinfeld ayant pour Cp-points Cp \ Qp. Son squelette est I'arbre de Bruhat-Tits I de GL2. 
II y a une retraction (la fleche verticale de droitc) \Q,\ — > I qui apres quotient par GL2(Zp) 
fournit une retraction GL2(Zp)\|i7| — > GL2(Zp)\Z. 

- Si D designe une dcmi-droite simplicialc d'origine la classe du reseau Zp dans I'arbre T alors 
D est un domaine fondamcntal pour Taction dc GL2(Zp) sur X ei D -^^ GL2(Zp)\X. 

- L'isomorphisme entre les deux tours induit une application ]0, +00] — > D 

- On pcut decrire completement la structure simpliciale sur ]0, +00] dcduite de celle sur D par 
I'application prcccdente. 

- Apres quotient par une "petite" partie de ]0, +00] I'application induit un isomorphismc (fleche 
du bas). 

Le resultat est du meme type pour GL„, bien qu'un pcu plus complique a enoncer. 
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GL^CZp) 







Figure 1. Lc cas dc GL2 

Independamment de I'isoniorphisnie entre les deux tours la structure simplicialc que nous ex- 
plicitons sur l'espace de Lubin-Tate a de nombreuses applications comme I'etude des sous-groupes 
canoniques, la determination de domaines fondamcntaux pour les correspondances de Hecke et 
I'ctude du morphismc des pcriodes. 

L'un des autres buts de cet article est d'etudier en details la filtration donnce par la valuation des 
points de torsion sur un groupe formel p-divisiblc dc dimension un. 



Dccrivons succinctement le contenu de chacune des parties dc Particle : 
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Dans le premier ehapitre nous donnons une formule pour la valuation p-adique des periodes 
de Hodge- Tate du dual de Cartier d'un groupe p-divisible formel sur un anneau de valuation 
(pas forcement discrete) pour une valuation de hauteur 1. En fait, nous considerons plus 
generalement le cas d'un O-module formel 7r-divisible oii O est I'anneau des entiers d'une 
extension de degre fini de Qp. Dans ce cas la bonne notion de dualite remplagant la dualite 
de Cartier est celle definie par Faltings ([4]). Le lecteur ne connaissant pas la theorie de [4] 
pourra supposer O = Zp. 

Dans le second ehapitre on etudie la filtration donnee par la valuation sur les points de 
torsion d'un group formel 7r-divisible de dimension 1. Cette filtration fournit une famille de 
reseaux dans le module de Tate rationnel Vp. L'image dans I'immeuble de PGL(V^) de cet 
ensemble est un ensemble fini de sommets. De plus les elements de valuation suffisamment 
petite decrivent un simplexe S de cet immeuble. L'un des principaux rcsultats est que cet 
ensemble est contenu dans un appartement et pent etre reconstruit geometriquement dans 
I'immeuble a partir du simplexe S et du sommet donne par le reseau Tp C Vp. 
Nous donnons egalement une description combinatoire du simplexe S a partir du polygone 
de Newton de la multiplication par ir sur une loi de groupe formel associee. 
Le troisieme ehapitre est inspire par les travaux d'Abbes-Saito et Abbes- Mokrane ([1]). La 
filtration sur les points de torsion etudiee dans le deuxieme ehapitre se comporte bien par 
restriction a un sous-groupe : si H est un groupe formel p-divisible de dimension 1 et 02 C 
Gi C H des sous-groupes plats finis alors VA {x G Gi \ v{x) > A}nG2 = {x G G2 \ v{x) > A}. 
Par contre cette filtration dite de "ramification inferieure" ne se comporte pas bicn par 
isogenics. C'est le cas de la filtration definie en toute generalitcs dans [1]. Dans le cas que nous 
etudions des sous-groupes plats finis d'un groupe formel p-divisible de dimension 1 I'algebre 
de ces groupes est monogene et la filtration de ramification superieure de [1] est obtenue 
par reindexation de la filtration de ramification inferieure via une fonction de Herbrand. 
Cela est explique dans I'appendice B. La terminologie "inferieure/superieur" provient par 
analogic avec la theorie des groupes de ramification des groupes de Galois des corps locaux : 
les groupes de ramification inferieure se comportent bien par restriction a un sous-groupe de 
Galois tandis que ceux de ramification superieure se comportent bien vis a vis d'un quotient. 

Nous etudions cette filtration de ramification superieure ainsi que son image dans I'im- 
meuble de la meme fagon que dans le ehapitre deux. 

Dans le quatrieme ehapitre on etudie le point de la realisation geometrique de I'immeuble 
dcfini par I'application de Hodge- Tate du dual d'un O-module formel 7r-divisible de dimension 
un. Ce point est la classe d'equivalence de la norme sur le module de Tate rationnel donnee 
par la valuation de I'application de Hodge- Tate etudiee dans le premier ehapitre. On donne 
des formules integrales pour cette norme en fonction des filtrations etudiees aux chapitres 2 
et 3. Cette formule est particulierement simple lorsque formulee en termes de la filtration de 
ramification superieure (proposition 4.10). 

L'un des principaux coroUaires de ces formules est que ce point dans I'immeuble est contenu 
dans la realisation geometrique jS"! du simplexe S defini au ehapitre 2. 

Dans le ehapitre 5 on definit et etudie une structure simpliciale sur le squelette de I'espace de 
Lubin-Tate sans niveau. Le bon objet n'est pas en fait ce squelette mais plutot un quotient de 
celui-ci, I'espace des polygones de Newton. On decrit complctcment une structure simpliciale 
sur cet espace des polygones de Newton ainsi que Taction de certains opcrateurs de Hecke 
sur cet espace simplicial. 

La definition de cette structure simpliciale est inspiree des resultats des chapitres 2 et 4. 
Dans le ehapitre 6 on montre que la bijection entre les points des tours de Lubin-Tate et de 
Drinfeld induit un isomorphisme entre I'espace des polygones de Newton muni de la structure 
simpliciale definie au ehapitre 5 et le quotient de I'immeuble de PGL„ par un sous-groupe 
compact maximal. 

Le ehapitre 7 est consacre aux applications de la structure simpliciale sur I'espace des poly- 
gones de Newton et de Taction des operateurs de Hecke sur celle-ci. Certains raisonnements 
sur I'espace de Lubin-Tate s'interprctent naturellemcnt sur un appartement de Timmeuble. 
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Par cxemple on demontre que I'existence de sous-groupes canoniques en un sens generalise 
est equivalent a ce que le point dans rinimeuble soit contenu dans un certain demi- 
appartenient. Cela demontre par un simple raisonnement geometrique que le "bord" de 
I'espaee de Lubin-Tate est recouvert par des ouverts admissibles sur lesquels il ya des 
sous-groupes canoniques puisque c'est le cas dans rimmeuble. L'application quotient par un 
sous-groupe canoniquc so comprend egalement tres facilement sur rimmeuble, de meme que 
Taction des correspondances de Hecke. 

Couple aux resultats des chapitres precedents cela donne une condition necessaire et suff- 
isante pour I'existence de sous-groupes canoniques generalises en termes de l'application de 
Hodge- Tate du groupe p-divisible formel de dimension 1, comme dans [1]. 

On generalise egalement le domaine fondamental de Gross-Hopkins grace a cette etude 
sur rimmeuble : n'importe quel domaine fondamental polycdral dans le simplexe standard 
Convexe(eo, . . . ,e„) C ]R"+^ sous Taction du groupe des rotations engendrees par cq >-^ 
ei, ei I— > 62, . . . , e„ i— > Cq fournit un domaine fondamental pour Taction des correspondances 
de Hecke dans Tespace de Lubin-Tate. 

- Dans le chapitre 8 on generalise les resultats precedents au cas de Tespace de Lubin-Tate avec 
structure de niveau Iwahori. Dans ce cas la Tespace est une couronne p-adique generalisee et 
son squelette un simplexe "ouvert" . On definit et etudie alors comme auparavant une structure 
simpliciale sur ce simplexe et montre que via Tisomorphisme entre les tours de Lubin-Tate 
et de Drinfeld ce simplexe ouvert est isomorphe au quotient de Timmeuble par un sous- 
groupe d'lwahori. Enfin on peut comprendre facilement grace a cette etude le morphisme de 
Tespace de Lubin-Tate avec niveau Iwahori vers celui sans niveau au niveau des squelettes. 
Ce chapitre ne contient aucune demonstration, les demonstrations etant semblables a ccUes 
du cas de Tespace de Lubin-Tate sans niveau elles sont laissees au lecteur. 

- Enfin Tappendice A contient des rappels sur Timmeuble de Bruhat-Tits de PGL„. 

Get article est independant de [5] et [6]. Seule la comprehension d'une partie de [7] peut etre 
utile. 

Enfin, certains des aspects dc cet article apparaissent deja dans les travaux de Yu [12]. Get 
article peut done etre en quelqucs sortes considere comme une suite de [12], suite qui permct dc 
comprendre pourquoi les calculs effectues dans [12] font appraitrc Tappartcmcnt d'un immeuble 
de Bruhat-Tits. 

Remerciements : L 'auteur tient a remercier Alain Genestier et Vincent Lajforgue pour de nom- 
breuses discussions sur le sujet. C'est en particulier Alain Genestier qui a suggere d'introduire le 
simplexe de la definition 2.5, simplexe qui a suggere a V auteur d'etudier plus en details les filtra- 
tions de ramification. lis ont egalement suggere a V auteur V etude du cas Iwahori faite au chapitre 
8. 



1. Une formule pour la valuation p-adique de l'application de Hodge- Tate du dual 

d'un groupe de Lubin-Tate 

Soit i^lQp une extension dc dcgrc fini et O = Op son anneau des enticrs. Soit K\F un corps 
value complct pour une valuation i; a valours dans M etendant cellc de F . Soit H un O-niodule 
formel dc dimension 1 et de hauteur finic n sur Ok- 

Supposons d'abord que O ~ lip. Le but de cette section est de donner une formule pour 
l'application composee 
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ou a/fD est I'application dc Hodge- Tate de H^ : si a; G Tp{H^), x : QpfZp — > -^oL '^^ ^^ • 

K 

Hn~ — > Ur,^ io~ alors 

Pour O plus general que Zp nous donnons une forniule pour la composee 

TpiH'') ^^ UH^O^^O^^R+U {00} 

ou i/^ est le dual strict au sens de Faltings ([4]). Si CT designe un groupe de Lubin-Tate de 
O-hauteur 1 alors axe Tp{H'^) est associe un morphisme x'^ : Hq^ — > CT/q^ qui definit done 

a§v(a;) = {x^)* (3 apres choix d'un generateur j3 de ujct- 

II est clair que pour le probleme auquel on s'interesse on peut supposer que K = A', ce que 
nous ferons dans la suite. 

1.1. Periodes de Hodge- Tate de certains schemas en groupes de type (p, . . . ,p). — 

1.1.1. Le cas O ~ Zp. — Soit G un schema en groupes fini localement librc d'ordre p sur une 
base afiine Spec(i?) au dessus de Spec(Zp). D'apres [11] ou plus generalement [9] il existe alors 
7, (S € i? tels que jS = w oil w C^ Zp est une constante universelle de valuation p-adique 1 tels que 

G ~ Spec{R[T]/{TP-ST)) 
G^ ~ Spec(i?[C/]/(C/P - jU)) 

Alors, 

COG - R/SR.dT 
ujQD ~ R/jR.dU 

et 

CtQD : Lr > UJQ 

u I — > {u mod 5).dT 
Si R ~ Ok avec K comme precedemment alors v{^) + v{S) = 1 et 



Vw G G^'iOK) v{u) 



p-1 

et done on connait le sous-module O^^ .IniaQO de Wqd des que Ton connait u(Ann ujg) = v(6) ou 
bien w(Ann ujqd) = v{j). 

1.1.2. Le cas O general. — Soit tt une uniformisante de O et g = p'' le cardinal de son corps 
residuel. On note v la valuation normalisee de F. 

Soit R une O-algcbre. Soit G un schema en groupes fini et localement libre sur Spcc(i?). 
Supposons Ic muni d'unc action dc O/ttC et de type (p, . . . ,p) relativement a cette action. L'anneau 
R ctant une C-algcbrc il y a un caractcre 

X : (0/7rO)x ^"^^'""""^ OX -^ R'< 

Alors, d'apres [9] il existe (7i, <5j)iez/rZ G Ji^/rz ^g^g q^g ^^j^ ~ w El,p est de valuation p-adique 
1, localement sur Spec(i?) G ~ Spec(^) avec 

A = R[T,],^^/rz/[Tf^5,T,+i) 

et Taction de [O/ttO]^ sur A induite par Taction de O/ttO sur G se fasse sur T^ a travers le 
caractere x^ ■ On a alors 

c^G=^ R/S^-iR.dT, 
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Supposons maintenant de plus que Taction dc O sur log soit Taction naturcUc induitc par la 
structure de O-algebre de R. Alors, 

et done, si 

on a 

A ~ R[T]/{T'^ - ST) 
Le complexe de co-Lie de G s'idcntific alors a 

Ig:^[R^^ R] 

Supposons maintenant que G est muni d'une action stricte de O au sens de [4] relevant Taction 
de O/nO sur G. D'aprcs [4] Tensemble de ces relevements est un torseur sous H~^(End{lG)) — 
Annfi{d). Supposons maintenant que R est sans p-torsion. Cela implique Ann}i(S) = (0). D'apres 
ce qui precede il existe done une unique telle O-action stricte : c'est celle definie dans le chapitre 
3 de [4] sur le groupe note Gu,v On a done identific G muni de son action stricte de O et d'apres 
le chapitre 3 de [4] le dual strict d'un tel groupe est connu. Rappelons en effet qu'alors il existe 

7 S i? tel que ^6 = w' € O oil w' est une uniformisante de F et que le dual stricte s'identifie a 

G"" ~Spec(i?[t/]/([/«-7C/)) 

Soit CT un groupe formel de Lubin-Tate de O-hauteur 1. Alors, d'apres [4], pour un choix de 
coordonnee formelle V sur CT Taccouplement 

GxG'^ — > CT[tt] 

est donnee par 

V I — >T®U 
Soit alors 

Uqv : Lr — > ljg 
I'application de Hodge- Tate relative a O. Avec Tidentification 

COG ^ R/SR.dT 

cette application s'identifie done a 

u I — > (u mod S).dT 

Lorsque R — Ok avec K comme prcccdemmcnt on en dcduit que Ton connait Ox-Imagv dcs que 
Ton connait u(Ann lug) ~ ^(6) ou bien w(Ann wgv) = v{d). 

1.2. Calcul de la valuation p-adique de a§v(a;). — 

1.2.1. Notations. — Soit H un O-module 7r-divisible formel de dimension 1 et de O-hauteur 
n sur Spec(Oi<-). Supposons egalement que sa fibre speciale est formelle. Nous allons calculer 
v{a'^'j{x)) pour x G Tp{H^). Nous noterons H le groupe formel associc sur Spf(C'x)- Alors 
HiOx) = Ufc>i H[tt'']{Ok) C H{Ok). II y a une "valuation" 



H{Ok) 



^>o 



qui dcfinit une filtration dite de ramification inferieure sur H{Ok) ct done sur les points de 
torsion (cf. section 2). Cette "valuation" est definie de la fagon suivante : fixons un isomorphisme 
de Spf(C'K)-schcmas formels pointes 

i/^Spf(OA'[[T]]) 

ou H est pointc par sa section unite et Spf(OK[[T]]) par la section T = 0. Get isomorphisme 
induit une bijection H{Ok) — {x e Ok \ v{x) > 0}. Si via cette bijection y e H{Ok) correspond 
k X G Ok on pose alors v{y) = v{x). On verifie aussitot que cette definition ne depend pas de 
Tisomorphisme de schemas formels pointes choisi. 
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On utilisera systematiquement le jeu entre la fibre gcncriquc et les modclcs cnticrs en ecrivant 
pour G un groupe fini localement libre sur Ok 



G{Ok) = G{K) 



et 



Tp{H) 



lim H[k'']{K)= lim HI-k^Ok) 

k k 

Etant donne que K est algebriquenient clos on considerera toujours les fibres generiques des 
groupes finis sur Ok comme des groupes abstraits. 

Soit G un groupe p-divisible sur Spec(C'ii-) et D un sous-groupe fini de la fibre generique de G. 
On notera D"^"^^ I'adherence schematique de D dans G[p''] pour k >> (et cela ne depend pas de 
k). Dans la suite il n'y aura jamais d'ambigui'te pour un D donne sur le groupe G dans lequel on 
prcnd Tadhcrence schematique. c'est pourquoi G n'intcrvicnt pas dans la notation. 

1.2.2. Premiers calculs. — Pour G un groupe fini localement libre muni d'une action stricte de 
O le morphisme de faisceaux fppf a^v : G^ — * ujc est naturel en G, tout morphisme strict 
/ : Gi — > G2 induit un diagramme commutatif 



-^^G2 



-^WGi 



GX 

En particulier Vfc G N* I'inclusion H[tt ] ^^ H[7r^^] induit un diagramme commutatif de mor- 
phismcs dc schemas en groupes 



rvr„fe+ll ^ i^ tJ^[7rfc+i] 



iJ^iTr'^+l] 



■ujh/t^^^^ujh 






et un diagramme de morpliismes de groupes 



■ ^ff [tt^] 



■ loh/tt^uoh 



^ujh 



Tp(iJ^)/^''Tp(H^ 



H[7r'^]^{OK)- 



-^ ujh/it i^H 



■ ^ff [7r'=] 



ou Tp{H^) est le groupe des {xk)k>i, Xk e H['k''Y {K) == H['k''Y{Ok), 'nxk+i = Xk. Ainsi si 
X = {xk)k>i pour calculcr a'^'j{x) il suffit dc calculer a^, ,,l^y{xk) pour tout k qui s'identifie a 

ck§v(a;) mod t:^ . 

Soit done x G Tp{H^) dont on vcut calculcr v{q'^o{x)). On pcut supposer que x ^ TiTp{H^) 
c'est a dire que le morphisme associe Tp{H) — > C'f(I) est surjectif ou F{1) designe le caractere 
de Lubin-Tate. On fera done cette hypothese. On constate que la valuation de a^o {x) ne depend 
que du sous- module engendre O.x C Tp{H^) qui est facteur direct dans Tp{H^). Via la dualite 
parfaite 

TpiH) X TpiH"") -^ Of{1) 
de tels sous- modules correspondent aux sous-O-modules M C Tp{H) facteur direct de rang n — 1, 
M = {O.x)^. 
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Cela reste valable modulo tt'^. Si a; G H[Tr'']'^ (K) \ H[tt''^^]'^ (K), modulo une unite a^^j^k^v^x) 
ne depend que du sous-module engendre C =< a; > et de tels sous-modules sont en bijection avec 
les sous-modules C^ C H[t!-'']{K) facteurs directs de rang n — 1 sur O/tt'^O. 

Lemme 1.1. — L' operation d' adherence schematique commute a la dualite de C artier- Faltings : 
si C C H^K^Y {K) est un sous-groupe alors 

Demonstration. De la suite cxacte 

— > C"^'' — > H['k''Y — > H[k''Y /C"^^ — > 

on dcduit d'aprcs Ic theorcme 8 de [4] la suite exacte 

-^ {H[k''Y /C^^^'Y -^ H[n''] — > (C'"^''y -^ 

Le sous-groupe fini localement libre de gauche coincide en fibre generique avec C"*". II est done 
egal a (c^y^\ D 

Proposition 1.2. — Soit D d H un sous-groupe fini localement libre sur Ok. Alors ljd ~ 
Ok/iOk oil 

"(7) = Yl "('^^ 

Ae-D\0 

Le complexe de co-Lie de D est isomorphe au complexe 

Ok^Ok 

Demonstration. Avec un choix de bonnes "coordonnces formcUes" (on entend par la un isomor- 
phisme de schemas formels pointes entre H et Spf(C'K[[T']])) a la source et au but I'isogenie de 
groupes formels 

ii — >H/C 

s'ecritT J]^ (T-.t). D 

xeD\{o} 

Remarque 1.3. — Dans cette derniere proposition I'assertion concernant la valuation de 7 est 
I'analogue de la proposition 4 du chapitre IV de [10] reliant valuation de la differente et les groupes 
de ramifications infcrieurs d'une extension de corps locaux. 

Corollaire 1.4- — Soient Di C D2 des groupes fini localement libres sur Ok sous-groupes de 
H . Alors la suite 

» (^D2/Di > ^D2 > ^Di > 

e.st exacte. 

Demonstration. D'apres la proposition precedente le groupe de cohomologie H~^ du complexe 
de co-Lie de nos groupes est nul puisquc Ok est sans p-torsion. D 

Soit done maintenant C = O.y C H[Tr'^]^ (K) facteur direct de rang 1 et notons C"*- C H[Tr'']{K) 
son orthogonal. Considerons le diagramme 

o 

(jadh : *. CJ(cadh)vC ^UJh/tJ- LUH 
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a2 



L'isomorphisme {C°-^^^^ ~ H[tt^]/ (C^) implique que si (jji(jadh\\i ~ Ok/jOk alors 

z;(7) = fc- Y^ v{z 



zec^\{o} 
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De meme si w^pr^fc-iiadhw ~ Ok /i'Ok alors 

^(7') = fc — 1 — > f (z) 

zeC^[7r'=-i]\{0} 

Soit maintcnant 7" tcl que aj(-(^adh /cr^fe-iiadftw ~ O k 1 1" O k ■ On dcduit done du coroUaire 1.4 que 

2ec^\c^[7i-''-i] 

Nous allons maintenant utiliscr Ics resultats de la section 1.2. Le groupe C°'<i'^ j C\^'^-'^Y'^^'' est de 
type (p, . . . ,p) et sont dual strict verifie les hypotheses de la section 1.2. Avec les notations du 
diagramme precedent, q\(x) engendre les points a valeurs dans K de ce groupe comme OjixO- 
module. On en deduit que a2(9i(x)) = /3 mod ^"Ok 011 

et done, si 

^(/?)<«(7") 
c'est a dire si 

E v{z)<l-- 

alors Q;i(y) 7^ £ Ok/iOk et 

v{ai{y)) = ^ '- '■ 

Si maintenant notre element y e HI'k^'Y {K) provient d'un x G Tp{H'^) \ iTTp{H'^), puisque 
uji(jadh\o ^^ loh /t^^'jJh est une injection on a 

w a'^v a; = ^ — '- '■ h A: - w 7 

= ^^1 + E -w 

Definition 1.5. — Soit A un ensemble de points de torsion de H. On note 

v{A)^ J2 v{z) 

z£A\{0} 

Resumons ce que nous avons demontre jusqu'a maintenant. 

Proposition 1.6. — Soit x e Tp{H'^ )\TiTp{H'^ ) et M = (O.x)-^ C Tp{H) facteur direct de rang 
1. 

H[Tr'']{K). Si I'entier k est tel que 



n — 1. Notons pour tout entier k > 1 AI[tt ] le sous-groupe des points de it -torsion associe dans 



alors 



v{M[n'']\M[Tr''-^])< 1-- 

q 



v{a%.){x) = ^ _i ^+«(Af[7r^]) 

1 -^ -^^^k-i, 



-{qv{M[K*'])-v{M[,^-^])) 



q 

Rcste a voir qu'il existe un tel entier k, ce que nous allons faire. 
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1.3. La formule finale. — Rappelons maintenant ([8], [5] chapitre 1) qu'il existe unc loi dc 
groupe formelle associee a H telle que le polygene de Newton de la multiplication par tt sur cette 
loi soit I'enveloppe convexe des points 

(0, oo), (1, 1), {v{x,), q),..., {v{x,), q'), ..., («(x„_i), ?""'), (0, g") 
oil xi, . . . ,Xn-i G K et Vi v{xi) > (cf. figure 1.3). Rappelons egalenient la recette suivante : 
si y G H[Ok) la valuation des points s'envoyant sur y par la multiplication par tt sur H{Ok) 
s'obtient en prenant I'enveloppe convexe du polygone precedent et du point (0, ?j(y)). 



V(Xj) 




Figure 2. Le polygone dc Newton de la multiplieation par vr 



Lemme 1.7. 



Or. 



lim sup v{z) = 



Demonstration. Remarquant que 

H[7r''+'] \ H[7r''] = {ye H{Ok) \ ^2/ 6 H[it''] \ H[it''-^] } 

on en deduit facilement le resultat en utilisant les rappels precedents sur le polygone de Newton. 

D 
Ainsi les valuations des points de torsion de H{Ok) forment un ensemble discret dans ]0, +cxd[ 
s'accumulant en 0. 

Proposition 1.8. — Soit M C Tp{H) un sous-O -module facteur direct de rang n — 1. Alors, 



pour k»0 yy e Af [tt*^] \ M[Tr''-^] Vz G H[7r]{K) 



v{y) 



<v{z) 



De plus si k est un entier verifiant cette condition alors 

v{M[k^+^]\M[k'']) = -v{M[k'']\M[k''-^]) 

q 

Demonstration. La premiere assertion resulte du lemme precedent. Quant a la seconde, il y a 
une application surjective 

multiplication par tt : M[tt''+^] \ M[k''] -» M[k''] \ M['k''~^] 

et si k verifie la condition cnoncce alors d'aprcs les rappels sur le polygone de Newton de la 
multiplication par tt 

Vz G H\'K^+^] \ HVk^] v{z) = —vU.z) 

Remarquant que par I'application multiplication par tt precedente un clement a q"^^ antecedents 
on en deduit le resultat. D 
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Corollaire 1.9. — La condition de la proposition 1.6 est toujours verifiee pour k » 0. La 
fonction 



-{qviM[7r''])^viM[7r''-'])) 



q 

est constante des que k > ko oil fco est tel que Vy S M[-k''°] \ M[p'^°^'^] Vz G H[tt] v{y) < q^v{z). 
Elle fournit done une formule pour la valuation de a^v (x) lorsque k verifie cette condition. 

Lemme 1.10. — Soit M C Tp{H) facteur direct de rang n — 1. Soit Ad ® Qpf^p C H{Ok) 
I'ensemble des points de torsion associe. Alors la fonction 

k ^^ -^ {qv{M['K'']) - v[M['k''~^])) 

est egale a v {M (2) Qp/Zp) pour k » 0. 

Demonstration. Soit ko iin cntier comme dans le corollaire precedent. 

v(M(E,Qp/Zp) = v{M[Tr''°])+ ^ v {M[tt'']\M[tt''-^]) 

k>ko + l 

= viM[7T^'>])+ ^ {viM[7T^])^v{M[Tr^-^])) 

k>ko + l 

= w(Af [tt'^"]) + {v{M[n'">+^]) - v{M[tt''°])) ^ q-' 

i>a 
1 



- {pviM[TT'">+^]) - v{M[Tr'">])) 



□ 



Resumons tons les resultats obtenus dans le theoreme suivant. 



Theorems 1.11. — Soit x G Tp{H^) non-nul et notons ip : H — > CfT le morphisme associe. 
Alors 

«(agv(x))= Y. "W 

II existe de plus un entier fcg tel que 

My G ker ip[K''°](K)\\ieT: lp[k^°-\K) My G ker(p[7r](A') v{y) > q'^v^z) 
Alors, si k > ko 

u(a°v(a;)) = {qv(kcr ip[tt'']) - i;(ker(/?[7r''"^])) 

Demonstration. II existe un entier fc > tel que x G 'K^Tp{H'^)\'K'^^'^Tp{H'^). Quitte a considerer 
la factorisation 

Lp:H^ H/H[Tr''] — > CT 

on peut se ramener au cas oii a; ^ nTp{H^) etudie precedemment. En efFet, si C est un sous-groupe 
fini de H contenant H[Tr'^] alors d'apres la proposition 1.2 et le corollaire 1.4 

Yl ^(^) = ^' + Yl ^(^) 

xeC\{0} x£{C/H[tt'']}\{0} 

oil C/H[tt''] C H/H[tt''] et la fonction valuation sur C/H[Tr''] est celle deduite de la fonction 
valuation sur le O-modulc formcl H/H[tt'']. D 

Remarque 1.12. — Soit / : Hi — > H2 unc isogenic de groupes formels de dimension 1 sur 
Ok- Apres choix d'isomorphismes de schemas formels pointes Hi ~ Spf(C'x[[r]]), resp. H2 — 
Spi{OK[[T]]), d'apres le theoreme de factorisation de Weierstrass 

rr= H {T-y)xu 

yekcrf 
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oil u E Ok[[T]]^ . Alors. I'application induitc /* : ujh2 — ^ ^-ffi s'idcntifie a 

x/'(0)=n(0)n,eke,/\{.ny ,^ 
Uk > Uk 

et w(/'(0)) = J^yekcY f\iQ}'^iy)- Pour un (^ : if — > CT comnic dans Ic theorcme precedent, si 
n > 1, apres un choix d'isomorphismes H ~ Spf(OA'[[T]]), Cf ~ Spf(Oif [[T]]), ip*T G Ok[[T]] 
ne verifie pas les conditions du theoreme de factorisation de Weierstrass. Mais la forniule donnee 
dans le theoreme precedent dit que pour v {{ip*Ty{0)) tout se passe comme si 

ip*T= Y[ (^ - y) X unite 

y£]iCT ip\{0} 

bien que ce produit infini n'ait pas de sens. Plus precisement, pour tout entier fc > 1 on peut 
factoriser 

^*r= J] (r-y)xgfc(T) 

yekci-ip[7r'']\{0} 

oil gk{0) ^ O^ ce qui exprime le fait que le noyau du morphisme (fifjij^k-i : H[tt''] — > CT[tt''] n'est 
pas plat. Neanmoins le theoreme precedent est equivalent a ce que 

lim v{gk{Qj} = 

k »+oo 

L'auteur de cct article a essaye de trouvcr unc demonstration du theoreme precedent sous la 
forme que Ton vicnt de donner a partir dc manipulations elementaires sur les series formelles mais 
n'a pas reussi. Bien siir les considerations prccedentcs montrent tout de mcme que u(a^v(x)) > 

Z^yekcY ip\{0} '"{y)- 

2. Filtration de ramification inferieure 

Soit K\F un corps value complet pour une valuation v a valeurs dans M etendant celle de F. 

On supposera comme dans le chapitre precedent que K = K. 

Soit H un O-module 7r-divisible de dimension 1 et de O-hauteur n sur Spec(0_fs-) dont la fibre 
speciale est formelle. 

2.1. Definition et premieres proprietes. — Posons V = Vp{H), un i^-espace vectoriel de 
dimension n. On a I'identification 

Vp{H) = { (x,)j(=z I Xt e H{Ok) TTXj+i = Xi et Xi = pour i « } 

Avec cette identification soit 

v.V — > ]0,+oo] 
{xi)i(zz i — > v{xo) 

Via I'identification Vp{H) ^Qp/Zp = H{Ok) cette "valuation" v s'ecrit aussi comme I'application 
composee 

Vp{H) — > VpiH) Qp/Zp = H{Ok) C H{Ok) ^]0, +oo] 
EUe verifie 

- Vx, y &V v(x + y) > i'ai{v{x),v{y)} 

- \/a € Oyx E V v{ax) > v{x) et ^(Trx) > v{x) 

- \fx eV v{n^x) = +CXD pour k » 
et v{ti^~'^x) — ■\v{tt^x) pour k « 

Definition 2.1. — Pour tout A g]0, +oo] posons 

¥i\xV = { X g y I v{x) > A } 
qui dcfinit done une filtration decroissante de V . 

II rcsulte dcs proprietes cnoncces de v que les FiUF sont dcs sous-O-modules. Dc plus 

- D 'apres le lemme 1.7 les FiUT^ sont des reseaux dans V 
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- Filool/ = Tp{H) 

- Pour A > ^ FiU^ = FiUV 

- 3e > tel que VO < A < e Tr-ipiU = FiK 

La filtration est done entierement determinee par un nombre fini de reseaux, les autres etant 
determines par periodicite. Ses sauts fornient un ensemble discret s'accumulant en dans M>o. 
Plus precisement, elle a la forme suivante 

FiUi C . . . C FiU,_ C FiU,_+, C . . . C PiU,+, C ^-^PilA,.+i £ • • • C ^-'FilA.+, C TT-^FiU,^, C . . . 

oil Ai > • • • > A,, > A,,+i > • • • > \r+t- 

La "valuation" v sur V donnc lieu a une "valuation" 

Pour tout entier fc > 1 il y a un isomorphisme naturel 

7r-'=Fil^/Fil^^^i7[7r'^-](OK) 

et via cet isomorphisme la "valuation" n'est rien d'autre que la valuation sur les points de tt^- 
torsion. Ainsi 

VA: > 1 (FiU n 7r-'^Fil°°) /FiU ^^ { a; £ HItt^Ok) \ v{x) > A } 

FiU/Filoo = { X e H{Ok) I v{x) > A } 
Notons enfin deux proprietes cruciales qui n'ont pas encore ete enoncees de la "valuation" v sur 

F/FilooF : 

(*) V.T e V^/FilooV^ {v{y) I V e V^/FilooV^ Try := .T } ne depend que de v{x) 
(**) \/x,x' e V^/FilooV^ v(x) < v{x') =4> sup{w(y) | Try = x } < sup{w(y') | Try' = x' } 

Celles-ci resultent des rappels faits au debut de la section 1.3 sur le polygone de Newton de la 
multiplication par tt sur une loi de groupe formel associee a H . 

2.2. La filtration de ramification est contenue dans un appartement de I'immeuble. 

— Soit '!{¥) Pimmeuble de VGLiV) vu comme ensemble simplicial (cf. appendice A). Considcrons 
les classes d'homotheties 

EUes forment un ensemble fini de sommets dans TiV). On renvoie a I'appendice A pour les 
definitions de bases concernant les appartements et les quartiers dans rimmeuble 1{V). 

Theoreme 2.2. — L' ensemble fini { [KZaV'] | A £]0,+oo] } est contenu dans un appartement de 
T{V). Plus precisement, cet ensemble est contenu dans un quartier de sommet [FilaoV] dans un 
appartement. II est egalement connexe. 

Demonstration. Considerons la filtration par des sous Fg-espaces vectoriels sur les points de 
TT-torsion de H 

FiU (TT-ipil^F/FilooF) A G]0, +oo] 

Soit {e\ )i<i<n une base de Tr^^FilooV/FilooV^ scindant la filtration precedente, c'est a dire telle 
que pour des entiers l<ai<---<a,. =n cette filtration soit donnee par 

(0)C<e«,...,eW>C...C<eW,...,eW>C...C<e(^\...,eW> 

Pour tout entier i tel que 1 < i < ji soit la suite {e\ )k>i definie par recurrence de la fagon 
suivante : 

ef^ e TT-''Fi\^V/Fi\^V 

(fc+i) (k) 

et v{e\ ) = sup{ v{x) \ ttx ~ e] } 

Les (Cj- )i<,;<ri forment done une base du O/tt'^'C'- module fibre 7r~'^FilooV^/Filool^- La relation de 
compatibilite ire] = g] implique qu'ils fournissent une base du module de Tate Tp{H). En 
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termes d'algebre lineaire cela se traduit de la fagon suivantc : si pour tout i et k on fixe e\ € V 
un relcvement de ej G y/Filoo^ alors en posant 

VJ Ci = lim Tr'^ef ^ G FilooV 

fc — *+oo 

On a 

FilooV" =< ei, . . . , e„ > et el''^ = ir^'^ei mod Filoo 
Montrons que VA Fil^l^ est dans I'appartement associe a la base (ei, . . . ,e„) c'est a dire s'ecrit 
sous la forme < Tr^'^^ei, . . . ,77"*^" e„ > on ki € N. D'apres le lemme A. 8 de I'appendice A il suffit 
de montrer que V(ai)i £ F" v{J2iO'i^i) ii6 depend que des (u(ai))i<,;<„. 

Posons pour tout k < e^ ' = £ V/FilaoV. Tout x G F/FilooV^, x ^ 0, pent s'ecrire sous la 
forme 

I iSj + i 
Oil 

= (5i < (52 < ■ • ■ < (5,+i = n 
fc(l) >/c(2) > ••• > A:(0 >0 
Vi a, G Of ct Vj > 1 a^^. G Op 
Nous allons demontrer par recurrence sur I'entier fc > 1 I'asscrtion suivantc : 

(Afc) Soit X ecrit sous la forme precedente avec fc(l) = k 

alors v{x) = inf{w(e^^|f ^) |1 < j < / } 

Si fc = 1; {Ai) est verifiee par definition des (e,- )i. Supposons done {Ak) vcrifiee et soit x comme 
precedemment avec fc(l) = fc + 1. Alors, d'apres la propriete (**) de la "valuation" v sur F/Filoo^ 
donnee a la fin de la section 2.1 

Vj G {f , . . . ,0 .(ei5») > «(eg^») > . . . > «(eg|f ) 

et done 

v{x) > inf{w(e^-^:|f ^) \l<j<l} 

De plus, par hypothese de recurrence 

v{7Tx) = inf{w(e^J^]"^^) I f < j < / } 
Soit jo G {f , . . . , ^} tel que 

Alors, toujours d'apres la propriete {**) 

infMegi^»)|f<j<a = «(e£::») 
Or d'apres la propriete (*) 

snp{viy) Iny^nx}^ sup{v{z) \ nz = eg^"^)"^^ } = ^Ceg^"") 
Done 

d'ou (Ak+i). 

Le resultat sur le fait que la filtration de ramification est contenue dans I'appartement s'en 
deduit. 

Verifions maintenant que cette filtration est contenus dans le quartier de sommet [Filoo] cgal a 
{[<7r"iei,...,7r''"e„ >] | ai < aa < • • • < a„ } 
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Pour ccla il sufRt de verifier que 

ce qui est clair une nouvcUc fois grace a la propriete (**). 

La connexitc de I'ensemble de sommets associc rcsulte de ce qu'ctant donnc que \/x E V \ {0} 
v{tix) > v{x) on a 

VA ^ +00 3A' > A ttFIIa C YWy C FiU 

D 

Proposition 2.3. — Soit (ei, . . . , e„) la base construite dans le theoreme precedent. Soient Ai > 
• • • > An les valuations des points de n-torsion non-nuls de H , oil il y a q^ ~q^^^ points de valuation 
Ai. Soit / = {i G {1, ... ,71 — 1} I Ai = Aj+i}. A un i £ I est associe un niur de I'appartement 
associe a la base (ei, . . . , e„) defini par 

{[<7T'''ei,...,Tr''"e„ >] \ a, = a,+i} 

L'ensemble fini [FilxV]x est contenu dans I 'intersection de ces murs associes a I. 

Demonstration. Cela se deduit aiscment de la demonstration du theoreme precedent. D 

2.3. L'algorithme de calcul de la filtration de ramification. — De la demonstration du 
theoreme 2.2 on peut extraire l'algorithme suivant. Soient 

aW>...>aW 

les pentcs du polygone de Newton note M de la multiplication par tt sur une loi de groupe formelle 
associce k H oil A- designe la pente comprise entre les abscisses q''^^ et q*. Dcfinissons pour 
tout i la suite (A^ )k>i par recurrence de la fagon suivante : A^ est la plus grande pente de 

I'enveloppe convexe de M et du point (0, A^ ), c'est a dire la pente comprise entre les abscisses 
et 1. 



On a done Af^+^' < Af et pour fc » \f^^^ 



q 



1 x(fc) 



D'aprcs la demonstration du theoreme 2.2 il existe une base (ei, 
telle que 

Vi Vfc > 1 v(Tr-''e,) = Af ^ 

Pour tout fi G IR>o et tout i soit 

k{i,fi) ==sup{A:> | Af^ >^} 



,e„) deTpiH) - FiUl/ 



oil Ton a pose Vi A 



et 



(0) 



-00. Alors 

fc(l,Ai)>fc(2,/i)>--->fc(n,/x) 



Fil^l/ = 


i=l 



De plus, pour une telle base 



n 














viJ2x^ 


e,) = 


= inf{A^ 


-^(^i;,)) 


1 < I 


< 


n} 


1=1 















V(a;i,...,rr„)ei^" 



ou Ton a pose A^- = +(X) si A: < 0. 

Definition 2.4- — On appellera base adaptee du module de Tate de H une base (ei, . . . , e„) de 
Filool^ telle que 

VI < i < n V/c > 1 v{TX-^ei) = \f^ 
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Ainsi pour unc base adaptee (ei, . . . , e„) la filtration do ramification est situce dans le quartier 
{[<7r-''iei,...,7r-''"e„ >] | ai > • • • > a„} 

2.4. L'application A i — > A^'''^ et la fonction de Herbrand. — On renvoie a I'appendice B 
pour les definitions et proprietes de base concernant les fonctions de Herbrand. 

Soit TV : [0, g"] — > M le polygone de Newton de pentes Ai > • ■ • > A„. Pour A s]0, +00 [ on note 
(A^'^^)fc>i la suite definie par A^^^ = A et A^'^^^^ est la plus grande pente de I'enveloppe convexe de 
AAet de (0,A(''')). 

Pour une fonction convexe ip considerons sa duale (cf. appendice B) 

'P*{t) = sup{u I (^(•) > — t • +11} 
Notons 7](») = A/'*(») et ^ = 77"^ la fonction de Herbrand de H[tt] (cf. appendice B). Alors 



VA 



XW =^°(fe-i)(A) 



et ^°(fc-i) est la fonction de Herbrand de H[Tr''-'^]. On a 1'°('=-i) = (^o(fc-i)-)-i ^^ 

r;°('=-i)(.s) ^ r \{x e H[n''-^] \ v{x) > t}\ dt 
Jo 

2.5. La facette de I'immeuble associee a la filtration de ramification. — 

2.5.1. Premiere definition. — 

Definition 2.5. — Soit e g]0, +oo[ tel que e < A„, c'cst a dire Vx G tt^^FIIoo^ v{x) > e. On 
note S le simplexe de sommets 

{[FiUl/] I < A < e } 
dans I'immeuble I{V). 

Cette definition a bien un sens car pour < A < e on a Filx/qnV = Tr^^Fil^V^ qui definit done 
une suite periodique de reseaux. 

2.5.2. Deuxienie definition comme intersection de demi-appartements. — Soit (ei,...,e„) une 
base adaptee du module de Tate de H (definition 2.4). Soit A I'appartement de I{V) de sommets 

n 
i=l 

Posons 

n 

\fi < j Qfy (0 OF-TT^^'ei) = ai - Uj 

4=1 

les fonctions racines sur I'appartement. 

D'aprcs la section A. 2. 5 de I'appendice les simplexes maximaux dans A sont en bijection avec 
les collections d'entiers relatifs 

\Oij)l<i<j<n 

telles que 

bij e Z et Vi < j < k bik G {btj + bjk,bij + bjk + 1} 

A {bij)i<:j est associe le simplexe dont les sommets sont 

{x£A\\fi<j a,j{x) e {b,j,b,j + 1} } 

La proposition qui suit dit que la maniere dont s'ordonnent les valuations des points de torsion 
en fonction de leur ordre, les (A^ )i<i<n,fc>i, dcterminent un simplexe dans I'appartement qui est 
une facette de S. 
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Proposition 2.6. — Soient (6ij)i<i<j<n, bij G N tels que 

Alors, (&ij)i<i<j<ri definit un simplexe maximal dans A dont S est une facette egale a I 'intersection 
des murs 

{x I Uij [x) = hij } oil i < j et X] '^ = Xj 
avec ce simplexe maximal. 

Demonstration. Soient i < j < k. On a Ics inegalites 



et 



Xf^'^'^ > A. > Xf^^+'^ 



Af-+^' > A, > Af-+'^ 



Mais d'apres la reniarque 2.8 (enoncee apres cette demonstration) on deduit des deux inegalites 
precedcntcs 

^ J 

Co qui impliquc que bik G {6^ + bj^, bij + bji; + 1}. On en deduit done d'apres la section A. 2. 5 de 
I'appendice que la donnce des {bij)i^j definit bien un simplexe maximal dans A. 

Soit maintenant /^ g]0,+oo[ suffisamment petit. Supposons par exemple que VI < i < j < 
71 /i < AJ '^ . Utilisons la formule donnee dans la section 2.3 pour la filtration de ramification : 

si Vi k{i,^l) est tel que Af (^'''» > ^l > Af-('''')+^' 
alors 

n 

Soient maintenant 1 < i < j < n. De I'inegalite 

Af-+'' > A, > Ai'-^^^' 

on deduit en appliquant de nouveau la proprictc de la remarque 2.8 et I'inegalite fc(i, /i) > bij + 2 
que 

et 

ce qui implique que 

k{j, n) G {k{i, /i) - b,j - 1, k{i, /i) - bij} 

c'est a dire fc(i, /i) — fc(j, /i) G {bij, bij + 1} et done [Fil^F] est dans la chambre dcfinie par {bij)i<_j. 

De meme si A- '^ ~ Xj on en deduit que k{i, fi) ~ k{j, fi) = bij ce qui implique I'assertion sur 
le fait que [Fil^l^] est dans I'intersection des murs donnes dans la proposition. 

Rcciproquement on doit verifier qu'ctant donnes des entiers strictement positifs {ki)i tels que 

Vi < j ki — kj G {bij, bij + 1} et si A^ ' — Xj alors ki — kj = bij 

il existe n tel que [Fil^V] =< n~'''^ei, . . . ,7r~*'"e„ > (nccessairement pour un tel /j. [Fil^y] G S 
car Vi ki > 0). Cela equivaut a trouver /i tel que 



Vi Af •' > M > Af -^^^ 



Soit I'intervalle de K li =]A^ ' , A^ ' ]. On verifie a partir des hypotheses, de la definition des 
(bij)ij et de la remarque 2.8 que 

y^<J Af'>Af^+^) et Af^^ > Af "^^^ 
Cela impliquc que Vi ^ j li D Ij 7^ 0. On conclu avec Ic lemme qui suit. D 
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Lemme 2.7. — Soit (/i)i<i<„ une famille d'intervalles de K. Alors 

n 

fl /, ^ ^ Vi ^ J /, n /j ^ 

i=l 

Remarque 2.8. — La propriete suivante est utilisee a maintes reprises 
Va, /? Va, 5, c > 1 A^'') > A^"' =^ Xi^+^^ > a(,'+^^ 
et de meme en remplagant > par >. 

2.5.3. Lien entre la facette et la filtration de ramification. — 
Proposition 2.9. — On a Vegalite suivante 

VA e]0, +oo[ V/ e N / > 1 FilxV = t:^-^ Fil^^i^V + Fil^V 
Demonstration. Utilisant I'cquivalcnce 

Vfc > 1V^1,^2 e]0, +Oo[ ^1 > ^2 ^S=> Ml > fJ-2 

on verifie facilement avec les notations dc la section 2.3 que 

\/i\/l>l k{i, A) = sup{fc(i, A^')) + 1-^,0} 

Definition 2.10. — Soicnt deux sommets x,y € I{V). On pose 

x V 2/ = {[Ai + A2] I [Ai] = X, [A2] = y } 
un ensemble fini dc sommets de I{V) contenu dans I'cnclos dclimite par x et y. 

Proposition 2.11. — Le simplexe S ainsi que le sommet [Tp(H)] = [FilaoV] determinent 
completement les sommets de I'immeuble associes a la filtration de ramification inferieure. Get 
ensemble, contenu dans Venclos delimite par S et \Tp{H)\, est egal a 

[j{xW [Fil^V]) 
xes 



n 



Demonstration. II suffit d'appliquer la proposition precedente couplee au faits suivants 

VA e]0,+oo[ lim A'') =0 

/ — >+oc> 

et V/ > 1 I'application A 1 — > A*-'-* est une bijection de ]0, +cxd[ dans lui-mcmc. 



D 








Figure 3. Les quatrc configurations possibles pour la filtration dc ramification inferieure dans 
le cas de GL3 
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3. Filtration de ramification superieure 

On continu d'utiliser les notations de la section precedente. 

La filtration ctudicc precedemment se comporte bien vis a vis de la restriction a un sous-schema 
en groupcs, par cxcmple VA Vn < m H['k"-]{K)x = H[n"^]{K) xfMi['K^]{K) . II s'agit dc I'analogue 
de la filtration dc ramification infcricurc du groupc de Galois d'une extension dc corps locaux 

([10]). 

La filtration que nous allons ctudier dans cette section est adcquat aux isogenics, et done plus 
adaptce a Taction de GL„(F) par les correspondances de Hecke sur Ics cspaces de Lubin-Tate. 

Definition 3.1. — On note pour tout n e N* ct A g]0, +oo] H[tt''''']^ la filtration d'Abbes-Saito 
de iJ[7r"] (cf. appendice B). 

II s'agit d'une filtration decroissante qui d'apres la proposition B.15 de I'appendice B verifie 

Definition 3.2. — On note ijj = r/^^ la fonction de Herbrand de H[k] (cf. appendice B). 
On a done 

Rappelons (cf. section 2.4) que la fonction ^'^ est egalement celle notee A i — > xi''+^) dans les 
sections precedentes. 

Definition 3.3. — Soit pour A g]0, +oo[ 

Fil Wp{H) = lim H[Tr'']^{K) C Tp{H) 

k>l 

On a done en termes de la filtration de ramification inferieure et de la fonction de Herbrand 

Fil^F= lim (Fil;,(.+i,l/n7r-'=Filool^)/Filool^ 
fc>i 

qui dcfinit une filtration decroissante telle que Fil V = Tp{H) pour A suffisamment petit. 
Lemme 3.4- — Soit A g]0, +oo]. Alors pour k >> 

Demonstration. II suffit dc choisir k tcl que A''^+^-' ~ ^^A^'^'^ 

D 
D'apres le lemme precedent les Fil V forment done des reseaux dans ^ et on a 

VA Fil^y = 7r''Til;,(.+i)y n Tp{H) pour A:>> 

On en dcduit la propositions suivante 

Proposition 3.5. — La filtration (Fil ^)Ae]o.+oo] forme une chaine periodique de reseaux dans 
Tp{H) pour X » telle que le simplexe associe dans Vimmeuble de PGLiV) soit le simplexe note 
S dans la definition 2.5 de la section precedente. 

On a une description explicite de la filtration de ramification superieure analogue a celle donnee 
dans la section 2.3 pour la filtration dc ramification inferieure : 

Proposition 3.6. — Soit (ei)i<i<„ une base adaptee du module de Tate Tp{H). Posons 

Vz Vfi e]0, +oo[ l{i, n) = M{1 > I A, > fi^^+^^ } 

Alors 

n 
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Demonstration. II sufRt d'ccrirc pour A G N 

Ve, e Fil^y 4=> pour A:>> Tr'-'^ei € Fil^cfc+i)!/ 
^=> pour A; » Af -') > M^'^+i) 
^ A.>A.('+2) 

D 

Definition 3.7. — Soient x,y deux sommets de I{V). On pose 

X A 2/ = {[Ai n As] I [Ai] = X, [As] = y } 

Voici la proposition cousine de la proposition 2.11 

Proposition 3.8. — Le simplexe S ainsi que le sommet [FilryoV] determinent completement les 
sommets de I'ininieuble associes a la filtration de ramification superieure. Get ensemble, contenu 
dans Venclos delimite par [FilooV] et S, est egal a 



\Jix A [Fil^.V]) 



xes 



4. Le point de I'immeuble associe a I'application de Hodge- Tate duale 
4.1. Une formule generale. — Soit H comnie dans les cliapitres precedents. Soit 

a'^n ■.Tp{H'')^u;h^Ok 
et 

agv (-1) : Tp{Hy -^ luh{-1) ^ Ok 

oil F{1) designe le module de Tate d'un groupc de Lubin-Tatc de O-hautcur 1. 
Considerons la norme "additive" associee 

\\.\\:Tp{Hy ^ MU{+oo} 

If I — > v{aHn{-l){ip)) 

Soit (FilAT^(iif))A(E]o,+oo] la- filtration de ramification infericurc telle que dcfinic dans la section 
2.1. 

Proposition 4.1. — Soit pL e]0,+oo]. Soit (p e Tp{H)* \ {0} tel que ip{Fil^Vp{H)) = Op- Soit 
M = kcri^ Qp C Vp{H). Soit FilxM = FilxVp{H) D M la filtration induite sur M. Alors 

\M = I {\Fil^Vp{H)/FU^Vp{H)\.\FikM/FU^M\-l)dX + viFil^Vp{H)/FU^Vp{H)) 

JO 

Demonstration. Soit Ip = ip (g) Id : Tp{H) (g) F/Op — > F/Op- D'aprcs le thcorcmc 1.11 

a:ekori^\{0} 

Dc plus il y a unc suite cxacte 

— > ¥i\f,V /YilooV — > kcr^ — > A//Fil^A/ — > 
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Soicnt (Afc)fe>o, Afe+i < Xk Ics sauts do la filtration {Fil\Vp{H))\>fj, (avec Aq = /u). Alors 

+00 
Y, Hx) = Y. (KFil^*.^-^ + Fil^"^)/Filool^| - |(FilA,_iM + Fil^T/)/Filool/|) Xk 

a;6kcr(^\(Filf,y/FilooV) fc=l 

+00 



J2 ((KFiU.A/ + Fil^F)/Filooy| - 1) - (|FilA,_iM + Fil^V^/Fi^V^I - 1)) Xk 
k=i 

+00 

Y (|Fil^F/Fil^F|.|(FiU,A/ + Fil^F)/Fil,,l/| - 1) {Xk - Afc+i) 
fc=i 

/ (|Fil^F/FiUF|.|FilA^//Fil^M| - 1) dX 
Jo 



D 



Corollaire 4-2. — Soit A„ la plus petite valuation des points de H[tt](Ok)- Soit 11 e]0,+oo[. 
Soit e tel que e < /i ei < e < A„. // existe alors une constante C telle que V<y9 G Vp(H)* tel que 
ip{Filf,Vp{H)) = Of si M ^kevifg) Qp on ait 



M^\ 



\FtlxM/Fil^M\dX+ -^ I \FilxM/Fil^M\dX 

9^1 Je/g" 



C 



oil Af, = \FilpVp{H)/Fil^Vp{H)\. 

Demonstration. II suffit d'utiliser le fait que VA < e on a Yilxi^nM ~ Tr^^Fil^Af et que done 

/ \¥i\xM /¥i\ooM\dX = V / iFiU^Z/FilooA/MA 

Jo ^"'e/g"<'=+i) 



+ 00 



Y—J |FiU/,„.Af/FiUA/| dX 

k=o * -^^Z?" ^ ' 

|7r-''FilAA//FiUA/|=9("-i)'=|FiUA//FiUM| 

iFiUAf/FilooA/ldA 



9 - 1 Je/g- 

n 

Definition 4.3. — Soit A un reseau dans Vp{H). On note A^ = {yj g VpiH)* \ (p(A) C Of} 
le rcscau dual. On note alors {Fi\xVp{H)*)^ ,^^ ,, la filtration croissante de Vp{H)* egale 
a ((FilA^(^))^)>,gio +ool- ^^ note ||.||a la norme "additive" sur Vp{H)* associee au reseau 
FihVpiH)*. 

Theoreme 4-4- — Soit la fonction 

/:]0,+oo] — > R 

X ^ \FUxVpiH)/Fil^.VpiH)\ 
Soient ^ et e corame dans le corollaire precedent. II existe alors une constante C telle que 

V^Gyp(iJ)*\{0} ll^ll = r/(A)gll^'l^-ll'^ll"dA+!|^j|^ + C 



/(A) qM>--\\^\\-dX + ^ / /(A) qM^-\Wh'^dX + II^IU + C 



Demonstration. Lorsqu'on remplace if par tt ip les membres des formules donnees sont tons 
translates de k. On pent done supposer que if{¥i\^Vp{H)) = Op c'est a dire |j<p||^ = 0. 
II suffit alors de remarquer que si Af = ker (/j (g) Qp on a une suite exacte 

-^ FiUA//Fil^A/ ^ ¥i\xVp{H)lYi\^Vp{H) -^ ip {FilxVpiH)) /Op -^ 
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et que if {¥i\xVp{H)) = TrU'^l'^Oi?. Cela impliquc que 

\Fil^Vp{H)/FilooVp{H)\.\FihM/Fi\^M\ = /(A) g"'^"-^ 
d'ou le rcsultat par application du coroUairc precedent. D 

Corollaire 4-5. — Soit /i g]0, +oo[ tel que fi < A„. II existe alors une constante C telle que 



V^eyy(iJ)*\{0} 






4.2. Applications. — 

Proposition ^.6. — Soit [||.||] G \I{Vp{H)*)\ le point de I'immeuble associe a I'application de 
Hodge-Tate duale de H. Alors, [||.||] appartient a la realisation geometrique du simplexe S associe 
a la filtration de ramification de H . 

Demonstration. II resulte du corollaire 4.5 que la norme ||.|| ne depend que des normes associees 
a des reseaux dont la classe d'homothetie est dans S. D'ou le resultat. D 

Proposition 4-7. — Soient Ai > • • ■ > A„ les pentes du polygone de Newton associe a H. Soit 
(ei, . . . , Cn) une base adaptee de Tp{H) et {e\, . . . , e* ) la base duale associee. Soit Vi < j atj la 
racine diag(ti, . . . ,t„) i— > tj — tj dans la base precedente de Vp{H)* . 

Si pour i < j X^'^ = Xj alors le point de Hodge-Tate dual appartient au mur aij = —bij 

Demonstration. C'est une consequence de la description donncc du simplexe S comme intersec- 
tion de dcnii-appartenicnts et de murs (proposition 2.6). D 

Exemple 4-8. — Si Ai = • • • = A„ c'est a dire le polygone de Newton de la multiplication par tt 
est plat alors [||.||] = [Tp{H)*]. 

Exemple 4-9. — Si ai > • • • > a„ > sont des entiers et le polygone de Newton de H verifie 

Vz < J X^'-^^^^^ = A, 

alors le point de Hodge-Tate de H est un sommct dans I'appartcment. Dans une base comme dans 
la proposition precedente ce sommet est [< 7r^"^e|, . . . , 7r~""e* >]. 

4.3. Expression en termes de la filtration de ramification superieure. — 

Proposition 4-10. — Soit ||.||'^ la norme sur Vp{H)* associee au reseau iFil Vp{H)] . Pour 
/i >> il existe une constante C telle que 

yveVp{Hr\{Q) M = ^ r qM'-M''dX+\\^r + C 

Demonstration. EfFectuer un changement de variables dans I'intcgrale couple a la formulc exp- 
rimant la fonction 77 de Herbrand comme une integrale. D 

5. Une structure simpliciale sur le squelette de I'espace de Lubin-Tate 

5.1. Rappels sur I'espace de Lubin-Tate. — Nous reprenons les notations de [5]. Soit 

X~ Spi{Op^,[[xi,.. .,a;„_i]]) 

I'espace de Lubin-Tate des deformations d'un O-module 7r-divisible formel de dimension 1 et de 
hauteur n. On suppose les coordonnees (xi, . . . , Xn-i) normalisees de telle maniere que sur une loi 
de groupe formellc universelle le polygone de Newton de la multiplication par n soit I'enveloppe 
convexe des points (1, l),{q\v{xi))i<i<n-i et (g",0) (cf. la section 1.5 de [5]). 

Soit X°" I'espace de Bcrkovicli associe, X"" ~ B"^^. On appelle squelette de X°" I'espace 
topologique 

5(X'^")=]0,+oo]"-i c |X""| 
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Oil rinclusion est donncc par I'application qui a (ri, . . . , r„_i) g]0, +oo]" ^ associc la norme "ad- 
ditive" 



inf{w(aa) + aiTi H h a„_ir„_i} 



da^X-^ ■ ■ ■ ^7i 

a=(ai,...,Q„_i)GN"^i 

II y a une retraction 

M I — ^ (|a;j|)i<i<n-i 

oil I . I designe une semi- norme "additive" . 
5.2. L'espace de Newton. — 

Definition 5.1. — On note Newt I'ensemble des fonctions convexes / : [l,g"] — >]0,+oo[ 
lineaires sur les segments [g',^*^^] pour 1 < i < n — 1, ne s'annulant pas sur [l,g"[, verifiant 
/(l) = let/(g") = 0. 

Une telle fonction / € Newt est decroissante et verifie Im/ = [01]. On muni Newt de la 
topologie de la convergence uniforme sur les fonctions continues dc [1, (/"] a valeurs dans [01]. On 
verifie aussitot le lemme suivant : 

Lemme 5.2. — L 'ensemble Newt est convexe dans l'espace des fonctions de [l,g"] a valeurs 
dans M. 

Ainsi on a une "structure affinc" sur Newt au sens oii Ton a une notion de barycentre : 

V/ fini V(70j e K^ verifiant X!^» = ^ ^(•^')' ^ Newt^ "^nft ^ Newt 

i i 

Une description concrete de Newt que Ton utiliscra est la suivante : 

n 

Newt = {(Ai, . . . , A„) e R" I Ai > • • • > A„ > et ^(g^ - q'-^)X, = 1} 

Oil Ai designe la pente du polygone de Newton entre les abscisses g'^^ et g*. Dans cette description 
le barycentre dans Newt consiste a prendre le barycentre des pentes {Xi)i, la structure affine est 
induite par cellc dc M". 

II y a une application continue surjcctivc 

S{X"') — > Newt 
{vu...,vn-i) ^ Conv((l,l),(g,«i),...,(<j"-i,«„_i),(g",0)) 

oil Conv designe rcnvcloppc convexe. Pour toutc extension valuee complete K\F^'-^ I'application 
composee 

X""(if) — > |X™| -^ Six""") -^ Newt 

est celle qui a une deformation (H, p) avcc H un O-module 7r-divisiblc sur Ok associe le polygone 
de la multiplication par tt sur une loi dc groupe formelle associee. 

Remarque 5.3. — Soit D I'algebrc a division d'invariant \/n telle que D^ agisse sur l'espace de 
Lubin-Tate (cf. [5]). L'application X°''^{K) — > Newt est D^-invariante. 



Definition 5.4- — Soit un polygone dans Newt donne par ses pentes Ai > • • • > A,i. On notera 
pour tout fc G Z et tout i \\ le nombre donne par A- = +oo si fc < 0, A- = A,; et \\ est 
la plus grandc pcntc dc I'cnvcloppe convexe de (0, A,- ) ct du polygone dont on est parti. 



5.3. Les operateurs (7r~°i, . . . ,7r~°") sur l'espace de Newton. — Dans cette section nous 
dcfinissons ct etudions des operateurs qui sont des sections des correspondances dc Heckc non- 
ramifiees, sections definies uniquement au niveau des polygones de Newton. 
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5.3.1. Definition. — 

Proposition 5.5. — Soit ip : Hi — > H2 une isogenic entre O-modules formels de dimension 1. 
Le polygene de Newton de la multiplication par n sur H2 ne depend que de celui de la multiplication 
par TT sur Hi ainsi que de celui de keriy9 (on entend par Id la collection des v{x), x £ kcr(y9 \ {0}, 
comptecs avec multiplicite) . 

Demonstration. Soit C = {x G Hi \ nx G ker<^}. Alors C/kenp ~ H2[tt]. Apres un choix de 
bonnes coordonnees formelles la composition d'isogenies de groupes formels 

Hi -^ Hi/keiifi -^ Hi/C 

s'ecrit 

P*T = g{T), a*{T) = f{T) 

oil f ct g sont deux polynomcs unitaircs dans Ok [T] . Lc polygene de Newton de / est connu par 
hypothcsc. Celui dc f o g cgalement d'aprcs les rappels du debut de la section 1.3. 

Le resultat est done une consequence de ce que si / ct 17 sont deux polynomes unitaires dans 
Ok[T] alors Newt{f og)* = Newt{f)* oNewt{g)* (cf. le lemme B.12 de I'appendice B) et que ces 
fonctions sont bijectives, done Newt{fog) et Newt{f) determinent Newt{g)* et done Newt{g). D 

Corollaire 5.6. — Soit (ai, . . . , a„) e N". Soit H un O -module n-divisible formel de dimension 
1 et hauteur n sur Ok avec K algebriquement clos. Soit (ei,...,e„) une base adaptee de son 
module de Tate (cf. definition 2.4). Soit C <Z H I'adherence schematique du sous-groupe fini 
< 7r~"iei, . . . ,7r~""e„ >C Tp{H) ®F/Of de la fibre generique de H et H' = H/C. Alors le 
polygene de Newton associe a H' ne depend que de celui de H et des (a.i)i<i<„. 

Demonstration. D'apres les formulcs donnces dans la section 2.3 les valuations des elements de 
C ne dependent que des (A^ )i<i<n,fc>i qui eux memes ne dependent que des {\i)i<i<n-i- Le 
resultat est done une consequence de la proposition precedente. D 

On pent done definir V(ai, . . . , a„) G N" un operateur 

(tt""! , . . . , TT""" ) : Newt — > Newt 

tel que Vif, via I'application X°"(A') — > Newt, celui-ci soit donne comma dans le corollaire 
precedent par le quotient par le sous-groupe adherence schematique de < 7r~"iei, . . . ,7r~°"e„ >. 

5.3.2. Une formule explicite pour les isogenics. — 

5.3.3. Un lemme stupide. — 

Lemme 5. 7. — Soit R un anncau et F{X, Y) G i?[[^, Y]] une loi de groupe formelle commutative 
de dimension 1. SoitX—Y = F{X, i(Y)) G i?[[X, y]] ou l G R[[T]] est I 'inversion formelle associee 

F 

a F (I'unique serie telle que t(0) ~ Q et F{T, i{T)) = 0. Alors 

3heR[[X,Y]]'' X-Y^{X-Y)xh 

F 

Demonstration. Soit I'anneau F-adique A — R[[Y]] ct X — Y ^ AUX]]. Appliquons le lemme 

F 

de division dc Wcicrstrass a cette serie et au polynome X — Y E A[X]. 

3heA\\X]] 3a e A X-Y=(X-Y)h + a 

F 

Mais si Ton fait X = Y on obtient a = 0. De plus X -Y = X -Y mod dcg 2. Done h{0) = 1 et 

F 

h est inversible. D 

Remarque 5.8. — Le lemme precedent est faux si Ton remplace le couple {X — Y,X — Y) par 
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Corollaire 5.9. — Soit (p : Hi — > H2 une isogenic de O-modules formels de dimension 1 sur 
Ok (K algebriquement clos). Alors 

Vx e Hi{Ok) v{ip{x)) = Y^ vix-a) 

atzkcr ip 

oil X — a designe la difference entre x et a dans le groupe Hi(Ok)- 

Demonstration. On salt qu'aprcs un bon choix dc coordonnccs formcUcs a la source et au but 
I'isogenie s'ecrit 

n (^-«) 

a^kcr <p 

Done v{ip{x)) = X^aekcrw ^(^ ~ '^)- ^^ conclut d'apres le lemma precedent. D 

5.3.4. La formule. — Solent (ai, . . . , a„) S N" et H sur Ok dont le polygone de Newton associe 
a pour pentes Ai > . . . A„. Soit (ei, . . . , e„) une base adaptee de Tp{H). Rappelons que d'apres la 
section 2.3 

n 

V(xi,...,x„)eF" «(^x,e,)=inf{A|""^"'» I 1 < ^ < n} 

i=l 

Soit C I'adherence schematique du sous-groupe < 7r~°iei, . . .7r~°"e„ >C Tp{H) ® F/Op et (p : 
H -^ H/C- Soit X = Yll=i^i^i dont on veut calculer v{if{x)). On peut supposer que pour un 
sous-ensemble / C {1, . . . , n} x = X^jg/ ^«^« 011 Vz G / v{xi) < —Oi. Alors 



v{ip{x)) = Y^ v{x + y) 



yGker ip 



(ti,...,t„)eo/7i-»ie---©c'/7r"" V*e-f i<fi I 

Y, inflAi-"^"-" U e /} U {A^-''^*'" I I i 1} 

(ti,...,t„)GC'/7r"ie---©C'/7r»" 

gE,..a, ^ \{A{k.,) inf{A,[-''(^'» M G /} U {Af') | * ^ /} 






oil Ton a pose 



^ ' ^ 1 si fc = 



5.3.5. Composition des operateurs (tt °% . . . , tt °"). — 

Theoreme 5.10. — Soient H un O-module n-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur 
Ok tel que le polygone de Newton associe ait pour pentes Ai > • ■ • > A„. Soit (ei, . . . , e„) une base 
adaptee de Tp{H). Soit C I'adherence schematique de < Tr^^^ei, . . . ,7r~°"e„ >C Tp{H) ® F/Op 

et ip : H > H/C ~ H' . Soit ip^ : Tp{H) ^-> Tp{H') le morphisme induit. Soit a G S„ une 

permutation telle que 

cr(l) — cr(2) — — ^(^^) 

Alors, si Von pose 

ViG {!,..., n} e, = ^*(7r~"-We^(,)) 
(ci)i est une base adaptee de Tp{H'). 
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Demonstration. Reprcnons la forniulc donncc dans la section prcccdente 



0<fc,<a. 



= E ( n ^(^■')) infJAi"'^^"'" \ieI}U {Af •) I 1 < ^ < n} 
= Ifr E ( n ^(^^■))i^f{^^"^''""}U{AfMl<J<"} 

(''i)l<3<i. l<j<n 

= inf ?;(v3(xiej)) 

iG/ 

et de plus Vi v{ip{xiei)) ne depend que de v(xi). On a 

, (a„(i)+l) ^ , (a„(2)+l) >...-> j,(o<t(,i)+1) 
(t(1) — (t(2) — — cr{n) 

et done grace a la formule ci-dessus 

w(y.(7r-'^-(i)-iei)) > • • • > z;((^(^-"-(")-ie,(„))) 

ce qui implique que cette suite de valuations est la suite des pentes du polygone de Newton associc 
a H' . Reste a voir que 

Vi Vfc > 1 Vy e H'[tt] v{ip{TT-''^-''-^e^)) > v{(p{TT-'''-''-'^e^) + y) 

Mais cela resulte de la formule v{(p{x)) — inf v{(p{xiei)). D 

is/ 

Corollaire 5.11. — Soient (ai, . . . , a„), (&i, . . . , 6„) € N". 

- Pour tout V S Newt il existe une permutation a £ &n telle que 

- 5i 6i < 62 < • • • < &n on pent prendre a ~ Id 

- En particulier il y a une action du monoide 

{(7r-''\...,^-'^") |0<ai<---<a„} 
sur Newt. 

Remarque 5.12. — Bien stir V6 G N Taction de (7r~°\ . . . , 7r~°") est la meme que celle 
de (7r^^''i+''\ . . . , 7r~(''"+''^) ce qui permet de dcfinir une action du monoidc dcfini comme 
precedemment en relachant la condition ai > 0. 

5.4. Definition des simplexes maximaux en termes des pentes de Newton. — 

Definition 5.13. — Soit (ei,...,e„) la base canonique de F"^ . On note A I'appartement de 
Pimmeuble de PGL„ associe (cf. appendice A) et Q le quartier dont les sommets sont les classes 
de reseaux 

{[< TT^iei, . . . , TT^'-en >] I ai < • • • < a„} 
On note prg : A — > Q la projection de I'appartement sur son quartier (cf. la section A. 6.1 de 
I'appendicc A). 

Notons pour tout i < j ctij{< Tr^^ei, . . . , 7r°"e„ >) = aj — a^. D'apres la section A. 2. 5 de 
I'appendice les simplexes maximaux dans A sont en bijection avec les collections 

(bij)l<i<j<n 

telles que 

b,j e Z ct yi < j < k bik e {b,j + bjk,bij + bjk + 1} 

A (bij)i<:j est associc le simplexe dont les sommets sont 

{x £ Q \yi < j aij{x) G {bij,bij + 1} } 
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Les simplexes maximaux dans Q sont cux paranictrcs par Ics {bij)i<:j comme ci-dcssus avcc la 
condition supplementaire Vi < j bij G N. 

Definition 5.14- — Soit S un simplcxc maximal dans Ic quarticr Q associc a (6ij)i<i<j<„. No- 
tons Newt{S) le sous-ensemble dc Newt forme dcs polygones de Newton dont les pentes satisfont 

V^<J Af'^+^) > A, > Af ^+^) 

Lemme 5.15. — Les ensembles Newt{S) sont convexes. De plus pour tout i et k I'application a 

(k) 
valeurs dans R qui a un polygone associe aux pentes Ai > • ■ • > A„ associe A^ est affine sur les 

Newt{S). 

Demonstration. Nous laissons au Icctcur le soin de se convaincre de ce lemme en dessinant 
quelques polygones de Newton. D 

Lemme 5.16. — Les convexes precedents recouvrent Newt : 

Newt = (J Newt{S) 
s 
oil S parcourt les simplexes maximaux dans Q. 

Demonstration. Soit un polygone de Newton associe aux pentes Ai > • ■ • > A„. Soient 
{bij)i<i<]<m bij e N, tels que 

^f^<J A^+^^ > A, > A^+^^ 



Af^'-^^) > Afe > Af^'=+') 



Af-+^' > A, > Af-+'' 



Soient i < j < k. On a les inegalites 

et 

Mais 

Va, /3 Va, 6, c > A^'') > A^;*' =^ AL''+^) > x'-^^"^ 

(et de meme avec > au lieu de >) et done 

Ce qui implique que bik £ {hij + bjk,b.ij +bjk + l}. □ 

Example 5.17. — Soit 5*0 le "simplexe fondamental" de sommets 

[< ei, . . . , ei_i, TTCi, . . . , 7re„ >] I <i <n 
II est associe k\/i < j bij = 0. Mais en fait |5o| = {x e Q | ain{x) < 1}. Done 

Newt{So) = {Af ' < A„} = {^ < A„} 

5.5. Lien avec I'espace de Lubin-Tate en niveau infini. — 

Proposition 5.18. — Soit H un O-module formel de dimension 1 sur Ok. Supposons le muni 

d'une structure de niveau "infinie" rj : Op > Tp{H). Soit S le simplexe de I'immeuble de 

PGL{Vp{H)) construit dans la section 2.5, S'^ le simplexe dual dans I'immeuble de PGL{Vp{H)*) 

et T]* S"^ celui de I'immeuble de PGLn via I'isomorphisme (i^")* > F'"' donne par la base duale 

de la base canonique. Alors, si V est le polygone de Newton associe a H et S' un simplexe maximal 
dans le quarticr Q 

V e Newt{S') ^=^ prQ(r^*S'^) C 5' 
OIL prQ designe la projection de I'immeuble sur le quarticr Q. 

Demonstration. C'est une consequence dcs rcsultats de la section 2.5. D 



28 LAURENT FARGUES 



5.6. Action simpliciale des operateurs (tt "■'^,...,Tr ""). — 

Definition 5.19. — On note x \ — > (tt^i, . . . ,7r°").x Taction par translations sur A qui a [< 

7r''iei,...,7r''"e„ >] associe [< 7r"i+''iei, . . . , 7r""+''"e„ >]. 

Theoreme 5.20. — Soit S un simplexe maximal dans Q et (ai, . . . , a„) G N". Alors, I'operateur 
(tt^"^ , • ■ • , 7r~°") induit une bijection affine entre Newt{S) et Newt {prq ((tt"^ , • ■ • , 7r°'').S')) . 

Dem,onstration. Soit 7^ G S* un polygene de Newton de pentes Ai > ■ • ■ > A„. Supposons S 
associe aux {bij)i<:j. Soit H un O-module formel dc dimension 1 ayant pour polygone de Newton 
associe V. Soit (ei,...,e„) une base adaptee de Tp{H). Soit ip : H — > H/C = H' I'isogenie 
associcc a (oi, . . . , a„) comme dans le corollairc 5.6. Soit a G (3„ une permutation telle que 



Posons pour tout i < j 



Aa^il)) >...-> \i"-^{^}) 
(t(1) — ■ ■ ■ — cr(n) 



&'w " flcrO) - 0'a(i) + bcr(i)a(j) 



Oil on a pose bcr(i)a{j) ~ ^^cr(j)cr(i) si ail) > a{j). Alors Vi < j b'^j G N. En effet, 
SI a{i) < a{j) A^(4 > A<,(,) > A^^^ 

a{i) — a(j) — a{i) 

Si a(z) > a(j) Ai;7;'-'"+^' > A.(o > aI'^;';'"*"^'^ 

o"(i) — (^Ci) — <^(j) 

Done, (J est Tuniquc element du groupe de Weyl tel que si S' = (tt^^ . . . jTr"").^ est le simplexe 
dans A associe a la donnee {bij + aj — aiji^j alors 

a.S' ^Wq{S') 

Comme dans la demonstration du theoreme 5.10 on vcrifie que si A'^ > • • • > A^ sont les pentes 
associces a H' alors 

Vfc > 1 \f^ = E n ^(fc.) inf{Al^:f' +'^^1 U {a1^^! I J + *} 

l<3<n 

Cette formule permet de demontrer facilement que 

V^<J A:('^^+^) > a; > A^<'''^+') 

De meme elle permet de demontrer que sur S I'application qui a un polygone de pentes Ai > 
• • • > A„ associe eelui de pentes A'j^ > ■ • • > A^ est affine. En effet, sur S les applications qui a 

(Ai > • • • > A„) associent les quantites inf{A^(."^*'' } U {A^?^ | j ^ i\ sont affines puisque I'ordre 

des (Aj- )i<i<„,fe>i y reste inchange. 

Reste a voir que I'operateur (tt^^^, . . . , tt""") est un isomorphisme. Mais pour A > supjoi} sur 

i 

S la composee des operateurs (7r~°i, . . . ,n^°'") et (■k^'-^^°-'('-)\ . . . ^7r^(^"'»"("))) correspond au 
niveau des groupes de Lubin-Tate h H ^^ H/H[Tr^] est est done I'identite. De meme la composee 
sur S" des operateurs (Tf-^^-^'d)), . . . , tt"'^"""!-))) puis (tt^^i, . . . ,7r~°") est I'identite. D 

Remarque 5.21. — Le lecteur effraye par le fait que I'operateur (7r~"i , . . . , tt""" ) sur Newt agisse 
comme (tt"^, . . . ,7r°") sur I'appartement devrait penser au fait que dans I'isomorphisme entre les 
tours de Lubin-Tate et de Drinfeld Taction de g G GL„(i^) d'un cote est transformee en celle de 
^g de Tautre. 
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5.7. Definition des sommets. — 

Definition 5.22. — Soit x = [< tt''^ . . . , 7r°" >] un sommct dans A. On note V{x) = 
(tt^^i , • ■ • , 7i'^°")-'Po ou Vo est le polygene de Newton ayant une seule pente Ai = • • • = A„ = -rrrr- 

Proposition 5.23. — Si x — [< tt^^ , . . . , tt"" >] alors V{x) est I'unique polygone de pentes 
Ai > • • • > A„ verifiant 

yi<j A^-"'+') = A, 

De plus 

VjA, = ^^ ^ J|^(fc^.)g-"(Bup({a,+l}u{fc, b-^*})-l) 

oil Aik) ^q^ - q^-^ sik>0 et A{0) = 1. 

Demonstration. Le fait que les pentes de ^^{x) verifient les egalites annoncees resulte des formules 
donnees dans la section 5.3.2 ainsi que dans la demonstration du theoreme 5.10. 

La demonstration concernant I'unicite est laissee au lecteur. II s'agit de verifier qu'un certain 
systemc lincairc en les pentes (Ai)i<i<„ possede une unique solution ce qui nc pose pas dc probleme 
particulier. D 

Exemple 5.24- — Rcprcnons I'cxcmplc 5.17. Lc sommct < ei, . . . ,e„ > correspond au polygone 
plat 

Ai = • • • = A„ = — — - 
q" — 1 

et pour l<z<n— lie sommet < ei, . . . , e^, Tre^+i, . . . , 7re„ > correspond au polygone 
\i = • ■ ■ ^ Xi ^ — — -, Xi+i = • ■ • = A„ 



g"-l' "+' " <Z'(9"-1) 

5.8. Definition des chambres comme enveloppe convexe de sommets. — 

Proposition 5.25. — Soit S un simplexe maximal dans A vu comme la collection de ses som- 
mets. Alors Newt{S) est I'enveloppe convexe des 'P(x), x G S. 

Demonstration. Soit Sq le simplexe de sommets 

{[< ei,. ..,ei,7rei+i,. ..,7re„ >] | 1 < i < n} 

II existe (ai, . . . ,a„) S N" tel que S = proJQ((7r^°i, . . . , tt^"" ).5'o). D'apres le theoreme 5.20 il 
suffit de dcmontrcr lc rcsultat pour 5*0. 
On a Newt{So) = {Ar < A„}. Done 

" A 

NewtiSo) - {Ai > ■ • • > A„ > I V(g' - q'-')X, = 1 et ^ < A„} 



{(Mi,...,/in)eK+l E/^' = i} 



i=l 



oil Ton a pose fXi = <7*(Ai — A^+i) pour l<i<n — Ictjj^n — q"X„ — Ai qui dcfinit un changcment 
dc coordonnees affincs. Dans ces nouvcllcs coordonnees le simplexe est le simplexe standard dc 
R" . On vcrific alors que les sommets du simplexe standard dans ccs coordonnees correspondent 
aux pentes des V{x),x S Sq tcUcs que calculccs dans Tcxcmple 5.24. D 
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5.9. Definition des murs et demi-appartements. — 
Definition 5.26. — Soit 6 e N et M le mur du quarticr Q cgal a 

{x G Q I aij{x) = h} 
On dcfinit alors un "mur" dans Newt egal a 

{V G Newt I Af+'' = Aj} 
Soit les demi-appartements dans Q egaux a 

{x e Q \ aij{x) > b} 

resp. 

{x e Q \ aij{x) < b} 
On dcfinit des "demi-appartements" associes dans Newt 

{V G Newt I Af+'' > A,} 

resp. 

{V^Newt\\f+^^ <Aj} 

Ainsi avec les notations de la definition precedente si S est un simplexe maximal Newt(S) est 
egal a I'intersection des demi-appartements le contenant. Dc mcme si x est un sommet de Q alors 
{'P{x)} est egal a Tinterscction des murs de Newt contenant x. 

Dans la figure ci-dessous on a dessinc I'imagc reciproque de la decomposition simpliciale dc 
I'espace de Newton an squclctte dc Tcspacc dc Lubin-Tate dans le cas de GL3. Ce squelette est 
I'ensemble des {v{xi),v{x2)) G]0, -foo]^. La partie en haut a droite correspond a la zone 011 le 
polygone de Newton est plat. Les bandes horizontales et verticales correspondent a des zones oii 
le polygone de Newton ne determine par de fagon unique v{xi) et v{x2)- On voit dans cc dessin 
le quartier dont I'origine, le carre en haut a droite, correspond au polygone de Newton plat. 
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V{X2) 




v{xi) 



Figure 4. La decomposition simpliciale de la boule p-adique ouverte de dimension 2 



6. L'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau des 
squelettes apres quotient par des sous-groupes compacts maximaux 

Soicnt \M.oo I, rcsp. lAloo'^ |, I'espace dc Bcrkovich associc a Tespacc dc Lubin-Tatc, rcsp. 
I'espacc dc Drinfeld, en niveau infini (of. [7] pour les notations). Cos espaccs topologiqucs sont 
munis d'une action de GL„(F)^ x O^. D'aprcs [7] il y a un homcomorphisme 

qui transformc Taction dc {g,d) G GL„(F)^ x O^ en {*g,d). D'ou en particulier 



GL„(0j.) X 0^\ Mi^^^°^ 



o^MAi^^^Ml 



--GL„(Of)x0^\ mZ"'^°^ 



■GL„(Of)\|r!| 



oil \M^'^'^^^\ est I'espace topologique note |X°"| au debut dans la section 5.1 et O I'espace 
symetrique de Drinfeld. Nous voulons decrire cette application au niveau des squelettes via la 
retraction de ces espaces sur leur squelette : 



|X° 



-^GL„{OF)\\n\ 



S'(X°") ■ 



■GLn{OF)\S{n) 
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ou 5(X°") a ete decrit dans la section 5.1, S{n) — |J(F")| est la realisation geometrique de 
I'immeuble de PGL„(F) et la retraction r : \n\ — > S'(O) = |X(i^")| est I'application qui a 
[F" ^^ K] G ^{K) associe la norme sur F" deduite de la valuation sur K. 

Rappelons (cf. section 5.1) qu'il y a une application O^-invariante S{X'^"') — > Newt. 

Theoreme 6.1. — II y a une application 

5(X-") ^ GK{OF)\S{n) 

faisant commuter le diagramme precedent. Soit Q le quartier de I'immeuble de PGLn{F) dont les 
sommets sont les classes de reseaux [< Tr^^ei, . . . , tt"^" >] om oi < • • • < a„ et {ciji est la base 
canonique de F" . Alors I'application precedente se factorise en 



5(X'^") ^ GL,,{OF)\S{n) 




Newt ^ > Q ' 



oil ip est une bijection simpliciale affine par morceaux lorsque Newt est muni de la structure 
simpliciale definie precedemment. Plus precisement, pour tout sonimet x £ Q i}}{'P{x)) = x, pour 
toute chambre S dans Q ip^Newt^S)) = S et 

i'\Newt{s) ■ Newt{S) -^^ S 

est affine. 

Dans cette bijection les murs et demi-appartements de Newt tels que definis dans la section 5.9 
correspondent a ceux du quartier Q. 

De plus dans cette bijection Vaction de I'operateur (7r~°i , ■ ■ ■ , 7r~°") : Newt — > Newt correspond 
a I'operateur compose 

(7r"i,....7r°") prQ 

Q ^^ \A\ > \A\ > Q 

oil \A\ ^ — ' > \A\ est une translation dans la partie vectorielle du groupe de Weyl affine sur 

I'appartement et prq est la projection de I'appartement sur le quartier, obtenue par application 
d'elements du groupe de Weyl vectoriel &„, Q ~ S„\[,4|. 

Demonstration. L'application |X°"| — > GL„(Oi?)\|57| se decrit de la fagon suivante : soit K\F 
et H un O- module formel de dimension 1 sur Ok- Soit I'application de Hodge- Tate de if^ tordue, 
a§v( — 1) : Tp{H)* — > ujh ® K{~^)- Fixons un isomorphisme Op -^^ Tp{H)* . Alors le point de 
GL„{Of)\^{K) associe est la GL„(OF)-orbite de [O^ ^^ Tp{H)* --^ ujh ® K{-1)] e n{K). Le 
point dans GL„(Oi?)\|X(i^")| associe est obtenu en prenant la norme associee sur F". 

Les resultats des sections 2 et 4 montrent que cette application se factorise par |X""| — > 
Newt (le polygone de Newton determine la filtration de ramification inferieure dans un quartier 
de I'immeuble et celle-ci determine le point de Hodge- Tate associe dans |X(V^(iJ)*)|). Soit ijj : 
Newt — > Q cette application factorisce. 

Rappelons qu'on a dcfinit une action par translations sur rappartement associe a la base canon- 
ique dcF" (cf. definition 5.19). Montrons que V(ai,...,a„) e N VP e Newt ■0((7r-"i, . . . jTT""").?') 
prQ((7r''i , . . . , 7r''").'i/'('P)) oil prg est la projection de I'appartement sur le quartier. 

Le morphisme jA^^"^] — > I-^STI transforme Paction de g S GL„(F) en *g~^. II existe done 
T G S„ telle que'(/'((7r-°i,...,7r-''").P) = prQ((7r"-(i) , . . . , 7r''-(")).V'('P)). 

Mais si H sur Ok a pour polygone V et (ei,...,e„) est une base adaptee de Tp{H) de 
base duale {el,. . . ,e*) alors d'apres la proposition 4.6 le point de Hodge- Tate associe est dans 
un simplexe S dans le quartier {[< Tr**! e^ , . . . , tt^" e* >] | 6i < ■ • ■ < &„}. Si f : H ^ H' 
est I'isogenie associee a (ai,...,a„) et (ei,...,e„) comme dans le coroUaire 5.6 alors il existe 
cr G S„ tel que si /* : Tp{H) ^ Tp{H') (/^Tr-^'d'-iei, . . . , /»7r-°-(")-i) soit une base adaptee 
de Tp{H'). De plus, d'apres le theoreme 5.20, a est un element du groupe de Weyl verifiant 
a.((^°S . . . ,7r"").proJQ(5)) = prQ((^°S . . . , ^"").proJQ(^)) ou proJQ : |X(F")| -^ Q ct pr^ est la 
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restriction dc projg a rappartcmcnt. D'oii Ic rcsultat. 

D'apres le theoreme 5.20 il suffit done maintenant de montrer que si Sq est la chambre de 
sommets 

{[< ei,. ..,ei,7rei+i,. .. , 7re„ >] \ I < i < n} 

alors TJj induit un isoniorphisnic affine entre Newt{So) et 5*0. II sufRt pour cela de montrer que tp 
restrcinte a 5*0 est une application afiine. En cfFet, supposons Ic vcrifie. Alors d'apres Texemple 4.8 
si designe le sommet de Q alors tp{P{0)) = 0. Done, d'apres la compatibilite de ip aux operateurs 
(tt""^, . . . jTT""") pour tout sommet x de Sq, 4'(T'{x)) = a; cc qui implique d'apres la proposition 
5.25 que 'ip\Newt{So) ^^t un isomorphisme entre Newt{So) et 5*0. 

Montrons done que ip\Newt(So) ^^^ affine. Pour un H sur Ok notons (ci,//, . . . ,£n,H) une base 
adaptce de Tp{H) et \\.\\h designe la norme additive associee sur Tp{H)* . II suffit alors de mon- 
trer que I'applieation qui a un polygone de Newton V associe ||e*j:/||_f/ est affine en restriction a 
Newt{So). Mais on vcrifie directement avec le theoreme 1.11 que cette application est 



V^^{l-{V{q^)-nq^~'))) 



n 



7. Quelques applications 

7.1. Sous-groupes canoniques generalises. — Soit K\F un corps value complet pour une 
valuation v : K — > M U {+00} prolongeant celle de F . Soit H un O-module formel de dimension 
1 et hauteur n sur Ok- 

Definition 7.1. — Un sous-groupe canonique de rang r et niveau k est un sous Of/tt'^Of mod- 
ule 

McH[n'^][OTS 

libre de rang r verifiant 

Va; eMyye ff [7r'^'][0^] \ M v{x) > v{y) 

S'il existe, un tel sous-groupe est unique ; il s'agit en effet d'un cran de la filtration de ramifi- 
cation inferieure sur if [7r*'][C';^] egal a I'ensemble des g'^^'-elements de plus grande valuation dans 
H[Tr''][0^]. Son unicite implique qu'il est stable sous Ga.l{K\K) et definit done un sous-groupe 
etale de H[Tr''] ®Ok ^• 



Lenvme 7.2. — SoitV € Newt le polygone de Newton associe a H. Le groupe H possede un sous- 
groupe canonique de rang r et niveau k ssi V appartient au demi-appartement de Newt associe au 
demi-appartement ouvert du quartier Q defini par 

{x £ Q \ ar,r+i{x) > fc — 1} 

Demonstration. D'apres les resultats de la section 2 I'existence d'un tel sous-groupe canonique 
est equivalente a I'inegahte Xr > Xr+i. □ 



Remarque 7.3. — En particulier I'existence d'un sous-groupe canonique de rang et niveau donne 
pent se lire sur I'applieation de Hodge- Tate de ii^. 

Remarque 7.4- — L'image reciproque dans I'espace de Lubin-Tate X'''^ d'un demi-appartement 
ouvert definit un ouvert admissible de la boule ouverte. 
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«12=0 



Figure 5. Demi-appartement A = 3 sous-groupe canonique dc rang 2 ct niveau 3, B = 3 
sous-groupe canonique de rang 1 et niveau A, C = An B 



Corollaire 7.5. — Pour tout fc e N* 3e,0 < e < 1, ei des ouverts admissibles {Ul )i<i<n-i 
dans Vespace de Lubin-Tate X"^ tels que 



hi-l 



,1=1 



(k) 



C 



,e) 



r(fe) 



et Mx e C/j le groupe p-divisible universel specialise en x possede un sous-groupe canonique de 
rang i et niveau k. 

Demonstration. II suffit dc verifier que dans le quartier Q pour k e N* 

Q\ y {x e Q \ ai^,+i{x) > k - 1} 



l<i<n-l 

est un compact dans Q et I'application |X"" 
On remarquera egalenient le lemme suivant. 



Newt est propre. 



D 



Lemme 7.6. — Les assertions suivantes sont equivalentes : 

- H possede un sous-groupe canonique de rang r et niveau k 

- H possede un sous-groupe canonique de rang r et niveau 1 et si _ff [tt]^ C H[tt] est le cran de 
la filtration de ramification superieure associe, H[k^]'^{Oj^) est litre de rang r sur O /tt^O 

Ainsi si c'est le cas VI < fc' < fc H[tt ]^{Oj^) est un sous-groupe canonique de rang r et niveau 
k' et il y a une suite exacte 



Demonstration. EUe ne pose pas de problenie. 
7.2. Orbites de Hecke. — 



D 



Lemme 7.7. — Soit Hi — > H2 une isogenic de O -modules formels de dimension 1. Soient 
Vi e Newt, resp. Vi S Newt, les polygones de Newton associes a Hi, resp. H2. II existe alors 
(ai,...,a„) gN" telqueV2 = {■k-''\ . . . ,tt-''").V . 
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Demonstration. Toute isogenie peut s'ecrire comme une composee d'isogenies cycliques c'est a 
dire de noyau engendre par un point de 7r-torsion non-nul. Pour une isogenie cyclique le resultat 
decoule de la proposition 5.5. Le cas general est done une consequence du corollaire 5.11. D 

Definition 7.8. — Soit X I'espace de Lubin-Tate et a; £ jX""]. Soit H le groupe p-divisible 
universel sur X, K algebriquement clos tel que x provienne d'un element x' e X{Ok) et Hj;/ la 
specialisation sur Ok de H. On appelle orbite de Hecke de x le sous-ensemble de |X°"| associe 
aux y' G X{Ok) tels qu'il existe une isogenic Hx' — > Hyi. 

Remarque 7.9. — L'orbite dc Hcckc d'un point est un sous-ensemble O^-invariant. 

Proposition 7.10. — SoitxG [X'^^^l. L 'image dans Newt de l'orbite de Hecke de x ne depend que 

de I'image de x dans Newt. Via I'isomorphisme Newt > Q (oil Q est le quartier de I'immeuble 

defini dans les section precedentes) cette image est l'orbite du point associe a x dans Q sous le 
groupe de Weyl affine (c'est a dire les points de l'orbite dans I'appartement qui sont dans Q). 

Demonstration. Soit A I'appartement ct prg : A — > Q la projection. Soit y G Q le point associe 
a X. D'aprcs Ic Icmme precedent I'image de l'orbite dc Hcckc de x dans Q est cgale a I'enscmble 
des 

Wqit-Q) 

oil t parcourt les translations dans le groupe de Weyl afSne. Done cette orbite est W^s-V H Q. D 

7.3. Domaines fondamentaux pour Paction des correspondances de Hecke. — Dans 

cette section nous montrons comment construire des domaines fondamentaux generalisant le 
domaine fondamental dc Gross-Hopkins utilise dans [5] . 

L'orbite dans I'appartement A d'un point y ^ Q sous le groupe de Weyl afiinc admet la de- 
scription suivante. Soit e : A — > Z/riZ un ctiquetage des sommets dc A donnce par [A] i — > [Aq : 
A] mod n oii Aq est un reseau fixe. Si S est une chambre de A (un simplexe maximal) on note 
W{S) C Aut(S') le groupe des rotations de S de centre le barycentre de 15*1, isomorphe a Z/nZ, 
defini par 

W{S) = {f e Aut(S') I 3a e Z/nZ Vs £ S e(/(s)) = e(s) + a } 

Alors, 

W{S) = StahwAS) 

Soit done maintenant x G |.4| et Sq une chambre telle que x G 15*01. Soit S une autre chambre 
dans A. Fixons un isomorphisme 

a : So > S 

tel que 

3b G Z/nZ V.S G So e{a{s)) = e{s) + b 

Alors, si \a\ : \So\ -—^ \S\, on a 

Waff.x n \S\ = W{S).\a\{x) = \a\ {W{So).x) 
Dc la on dcduit la proposition suivante 

Proposition 7.11. — Soit S une chambre du quartier Q et D C |5| un sous- ensemble tel que 
W{S).D = \S\. Supposons que D est un polyedre rationnel dans le simplexe \S\, c'est a dire defini 
par des inegalites lineaires a coefficients rationnels en coordonnees barycentriques dans \S\. Alors, 
I'image reciproque a |X°"| de D definit un domaine analytique ferme T) dans X°" associe a un 
ouvert admissible de X"^ tel que pour tout K et x G X°'"'{K) il existe K'\K finie, y G 'D{K') et 
une isogenie H^ — > Hy. En d'autres termes les iteres de T) par les operateurs de Hecke spheriques 
recouvrent X"". 
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Le probleme est maintenant de comprcndre comment se recollent les iteres d'un tel domaine T> 
sous Taction des correspondances de Hecke. Cela pent se faire dans le simplexe fondamental du 
quartier comme dans la section 3 de [5]. 

Soit 5*0 = convexe(0, wi, . . . , uj^-i) le simplexe de Q de sommets 

=< ei, . . . ,e„ >, LOi =< ei,. ..,ei,'Kei+i,. .., Tien > \<i<n-\ 

Soit 

So^ So\ convexe(aJi, . . . , w„_i) = 5*0 \ {ai„ = 1} 

Ic simplexe privc du mur ai„ = 1. L'image rcciproquc a Newt dc 5*0 est 

NewtiSo) ^ { ^ < A„ } 

Voici une generalisation dc la proposition 3.5 de [5]. 

Proposition 7.12. — Soient x,y G X'^"'{K) tels que les polygones de Newton associes appartien- 
nent a Newt^So) et tp : H^ — > Hy une isogenie ne se factorisant pas par n. Alors kercp C -ffa;[7r] 
et si dimp ker ip = r kercp est un sous-groupe canonique de rang r et niveau 1. 

Demonstration. Soit M = ker tp. Soient /ii > • • • > /.i^ les pentes du polygone de Newton associe 
a Hx- On a des inclusions 

Af [7r'=]/M[7r'=-i]f-^^'A/[7r]C ^ H[n] 

De plus 

Va e M[tt''] \ M[Tr''-^] \fb G M[Tr''-^] v{a) < v{b) 

Posons 

Vi, 1 < i < r, Vfc > 1 df ^ = dimF, {n'^-^Mln''] fl Fil^^A/[7r]) 

ou Ton pose FiU = {a \ v{a) > A}. On a done d[''^ >■■■> di^^ et Vi df^ > df^^\ 
Les valuations des elements non-nuls de M sont 

{ifi. I fc > 1, 1< J < r, rff ^ ^ 0} 

et 

yi,k long(Fil js_Af) = df^|Af[7r'=-i]| 

Soit (ei , . . . , e„) une base adaptee de Tp{H). II est alors aise de verifier qu'il existe (ai , . . . , a„) G N" 
tels que si N =< TT~°-^ei, . . . , 7r~°"e„ >C Hx[Tr°°] alors M ~ N commc groupes abstraits et 

V^i long Fil^iV = long Fil^A/ 

II suffit pour cela dc choisir les {ai)i tels que 

Vi,A: \{j I i;(7r"^ej) > /i, ct Oj > k}\ = df^ 

Soient done Vx^Vy G Newt les polygones de Newton de H^, resp. Hy. On a done d'apres la 
proposition 5.5 

Mais il est aise de verifier que 

V(ai, . . . , an) e N" inf {aj = prQ((7r"i , . . . , 7r"").S'o)nS'o =^ 3z (ai, . . . , a„) = (1, . . . , 1, 0, . . . 0) 

Dc plus si u e 5o vcrifie 

prQ((7r, ...,7r),l,...l).M) £ 5*0 

■i 

alors a4^i4,i(u) y^ et on conclut facilcmcnt. D 
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Corollaire 7.13 (Generalisation du domaine fondamental de Gross-Hopkins) 

Soit 5*0 le simplexe maximal du quartier Q contenant I'origine. Soit D un polyedre rationnel 
dans \So\ tel que D C |S'o| c'est a dire D ne rencontre pas le mur {«!„ — 1}. Supposons que 

\So\ = W{So).D 

oil W{Sq) = Stahw,ff{Sa)- Notons Va G W{So) ^ Z/nZ d^D ^ D n a.D. Soit V I'image 
reciproque a |X""| de D et V.s G W{So) d^T) celle de duD. Ce sont des domaines analytiques 
fermes associes a des ouverts admissibles de X"^ . De plus les iteres de T) sous les correspondances 
de Hecke spheriques forment un recouvrement admissible de X"^ . Les iteres de V ay ant une 
intersection non-vides avec P sont associes aux correspondances de Hecke {tt~ , . . . ,7r~ , 1, . . . , 1) 

i 

avec I < i < n ~ 1. Ces intersections sont les daT) et les relations de faces sont ohtenues par 
quotient par un sous-groupe canonique generalise dans les points de n-torsion. 

Corollaire 7.14- — Pour tout domaine fondamental V comme dans le corollaire precedent on 
peut refaire la construction de [5] ; on peut reconstruire la tour de Lubin-Tate en niveau infini a 
partir d'un tel domaine fondamental. 



Figure 6. Une decomposition simpliciale du quartier relativenicnt a un domaine fondamental 
pour Paction des correspondances de Hecke et une orbite de Hecke (points noirs) 



7.4. L'image du domaine fondamental de Gross-Hopkins dans I'espace de Drinfeld. 

— Soit 

V = {(.Ti, . . . , :z;„„i) e X-^" I V^ v{x,) > 1 - -} 

n 

Ic domaine fondamental de Gross-Hopkins ([8], [5]). Si pour x S X"" on note Vx £ Newt le 

polygonc de Newton correspondant et si Pgh dcsigne le polygene defini par \/i v{xi) = 1 — - alors 

V^{xeX''"\Px> Pgh} 

et V est done l'image reciproque dans X"" de rcnscmble 

D^{V\V> Vgh} 

On se propose de calculer l'image de ce domaine fondamental de Gross-Hopkins dans I'espace 
de Drinfeld via I'isoniorphisme entre les deux tours. 
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Proposition 7.15. — L'ensemble convexe D C Newt est un polytope possedant 2"~^ points 
extremaux en bisection avec les parties A C {1, . . . , n ~ 1} . A A ~ $ est associe le polygene plat 
T$ defini par 

Ai = ■ • ■ = A„ = — - 

(/" — 1 

Pour A ^ % si A ~ {ii < • • • < v} ^e poly gone associe Va sst defini par 

Ai = • • • = Aij , Aij_|_i = ■ • • = Ai2 , . . . , Ai,._j+i = • • • = Ai^ 

et Vfc G {1, . . . , r} v{xi^ ) = 1 

Ainsi P{i^...^n} — 'Pgh- On a done 

D = Convexe{'PA)AG{i,....n-i} 

Proposition 7.16. — Soit pour touti, I < i < n—1, le sommet LUi =< ei, . . . , e^, Trci+i, . . . , 7re„ >, 
V{iOi) G Newt le poly gone associe (cf. exemple 5.24) ^i 'Po ^e polygone "plat" associe au sommet 
< ei, . . . , e„ >. Alors VA = {ii < • • • < v} C {1, . . . ,n ~ 1}, avec les notations de la proposition 
precedente, 



plus precisement 



Va e Convexe{Vo,V{uj,,), . . . ,P(w,J) 

r 

Va = aoVo + ^ akV{uJi^) 



Vk^O ak = — 



fc=i 



g'* / «fc - U--1 «fc+l - «fc 



Ti \ Q^^ — n'^'k — l Qfi/s + 1 

oil Von a pose io = 0, in = n, et 

ao = 1 - 2J «fc 
fc/o 

iJn particulier 



P{l,....n} = M^O+|]PK)j 



Corollaire 7.17. — L'image du domaine fondamental de Gross-Hopkins dans le simplexe fon- 
damental est I'enveloppe convexe de Vorigine [< ei, . . . , e„ >] et des 

r 

ao[< ei,...,en >] + y^ aki^j^ 
fc=i 

oil {ii < ■ ■ ■ < ir} C {1, . . . , n} et les {ai)i sont comme dans la proposition precedente. Le sommet 
correspondant a {ii < ■ ■ ■ < ir} = {1, . . . ,n} est le barycentre du simplexe. 

La bijection de [7] induit une bijection entre les points de la tour de Lubin- Tate en niveau infini 
au dessus du domaine fondamental de Gross-Hopkins et ceux de la tour de Drinfeld en niveau 
infini au dessus d'un point de 17 s 'envoy ant dans le polytope precedent via V application quotient 
\n\ ^ |I(PGL„)| ^ GLn{OF)\\I{PGLn)\ = Q. 
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< e,,eT ,e^> 



< e,, ;t e-, ,;t e 




Figure 7. L'imagc du domainc fondamcntal dc Gross-Hopkins dans Ic "simplcxc fondanicntal" 
du quarticr ct son image dans I'appartement 



7.5. Application au morphisme des periodes. — L'application dcs pcriodcs dc Gross- 
Hopkins a ete etudiee en details dans [12]. Dans cette section on cxpliquc comment obtcnir de 
nouveau Ics resultats dc [12] a partir des calculs de la section 2 dc [7]. 

Commcngons par rcmarqucr avcs Ics notations de la section 7.3 que si 5*0 est le simplcxc fon- 
damcntal dand Ic quarticr Q ct S'o designe Sq prive du mur {ai„ = 0} alors 



Vx e [S-ol V(ai, . . . , a„) e N" \ N.(l, . . . , 1) n| ^ , 



,^'^").a;^|5o| 



et que done si C/ C X°" designe l'imagc reciproque dans Tespace dc Lubin-Tate de [^ol 

U 






pour toutc corrcspondancc dc Hcckc T non-trivialc dc degrc un multiple de n on a T.U HU ^ fb. 
On vicnt done dc donncr unc demonstration geometrique sur rimmeuble de la proposition 4.2 de 
[5]. On en deduit comme dans la section 4 de [5] que l'application dcs pcriodcs dc Gross-Hopkins 
TT : X°" — > pn-i ijiduit un isomorphismc entre U ct sont image. 

Interessons-nous maintenant aux proprietes "metriqucs" dc l'application dcs periodes. On sait 
d'apres le theoreme 2.3 de [5] que si tt = [/o : . . . : /„-i] alors 



MxeU V 



foix) 



v{x^) 



Mais maintenant si y € Q 3 (oi, . . . a„) (tt"! , . . . , 7r°").j/ g [S'o!. De cela on deduit que Ton a des 
estimations sur la position ■k{x) pour x G X"^" en fonction dc l'imagc de x dans le quarticr Q. 
En cfFct, si y £ Q correspond a x alors si z = (tt^i , . . . , tt"").?/ G |S'o| on a unc estimation sur la 
position de H^» "'.tt (x) a un clement de O^ pres oil H est unc uniformisantc dc I'alcbrc a division 
D. 

On pent par exemple deduire de tout cela que si S est un simplcxc dc Q et C/dS"!) C X*^" le 
domainc analytiquc ferme de I'espace de Lubin-Tate associe alors tt{U{\S\) = P"~^. De meme on 
verifie que l'application tt restrcintc a I'ouvcrt [/(IS*!) est finic, ct on pcut calculcr son degre. 
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Nous laissons au lecteur la liberte de trouvcr d'autrcs applications. 



8. Le cas des espaces de Lubin-Tate en niveau Iwahori 

Nous avons precedemment etudie risoniorphisme au niveau des squelettes induit par I'isomor- 
phisme entre les tours de Lubin-Tate et Drinfeld apres quotient par GLniOp) x O^. Nous allons 
faire de meme apres quotient par / x O^ oil / designe un sous-groupe d'lwahori. 

Rappelons que si (ei; . . . ,e„) designe la base canonique de F"" alors A est I'appartement de 
sommets 

[< 7r"iei,...,7r''"e„ >], (ai,...,a„) e Z" 
Q Ic quartier do sommets 

[< 7r°iei,...,7r""e„ >] ai < ■ • ■ < a„ 
et ^0 le "simplexe fondamental" de sommets 

[< ei,. ..,e„ >], [< ei,. ..,ei,7rej+i,. ..,7re„ >] 1 <i <n~l 
Soit / Ic sous-groupc d'lwahori associe au simplexe Sq 

/ X 
X ■•. |} 

\^ X XX 



I ^ {g e GL„(C'f) I g mod tt = 
Soit /°PP le sous-groupe d'lwahori 



XXX 

rPP = {g e GU,{Of) \ g mod TT ^ \ q •-. x D 

X 

Soit y Ic schema formel sur Spf((5) classifiant les classes d'isomorphismcs d'objcts 



(H, -^H,^ 



Hn-l > Hn > Hi,p) 



ou (Hi,p) est dans I'espace de Lubin-Tate sans niveau {p ctant la deformation), Vi (pi : Hi — > 
Hi^i est une isogenic de degrc q entre O-modulcs formels et (^„ o • • • o (^jj = tt. Le schema formel 
y est un modclc entier de I'espace dc Lubin-Tate en niveau I°pp . Le morphisme d'oubli de la 
structure de niveau est 

y3(H^^...^Hn^ Hi,p) ^ (Fi,p) e X 

II y a de plus un isomorphisme 

y ~ Spf \0[[yi, ..., yn]]/{yi . . . 2/„ - tt) j 

oil si {Hi -^ . . . —>■ Hn —>■ Hi, p) est I'objets universel sur 3^ il y a un diagramme commutatif 



Lie (^1 

hie Hi s^ 



Lie <pi 

-^ Lie Hi s- Lie iii+i ^ 



Oy 



xyi 



xy. 



Oy "-^ Oy 



Lie ipn 

-^ Lie Hn ^ Lie Hi 



.Oy—^^i^^Oy 



Cela dccoulc de la thcorie de la deformation de Grothcndicck-Messing. 

Definition 8.1. — Posons A = S'(3^''") le squelctte de la fibre gcncrique 3^°" egal a 



A = {(z;i,...,«„)e]Oin $;]«. = 1} 
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II y a unc retraction 

r : |3^"^| -» A 
(yi,...,?/„) ^ {v{yi),...,v{yn)) 

qui est O^-invariantc. c'cst a dire ne depend que de la chainc d'isogcnics Hi ^ . . . ^ Hn -^ Hi 
et pas de la deformation p. 

Comme au debut de la section 6 risomorphisme entre les deux tours devrait induire un dia- 
gramme 



\yan\ ^J\ 



n\ 



oil I\S{n) s'identifie a \A\ et done un morphisme 

A- --1^1 

8.1. Action du groupe de Weyl affine sur A. — Soit VFaff == Z"/Z xi ©„ ou Z -^ Z" est le 
plongenient diagonal. 

De la mcme fagon que Ton a defini des sections des correspondances de Hecke au niveau de 
I'espace Newt on pent dcfinir de tcUes sections sur A. 

Proposition 8.2. — Soient (ai, . . . , a„) S N" et a G S„. Soit K algehriquement clos, 

ZJ VI TJ Vn TT 

Hi > . . . > Hn > Hi, (^„ O • • • O (^1 = TT 

une chaine d'isogenies sur Spf{OK) et yi, ...,?/„ £ Ok tels que YiiVi = t^ un uplet associe. Soit 
(ei, . . . ,e„) une base de Tp{Hi) telle que 

- 3t G S„ (eT(i)i ■ • ■ I er(n)) soit une base adaptee de Tp{Hi) 

- la filtration de Hi[k](Ok) 

(< tt" ei, . . . , tt" e,, e,+i, . . . , e„ >)i<i<„ 

soit egale a la filtration 

ker(pi C ker(i^2 ° Vi) C • ■ • C ker((p„_i o . . .ipi) c Hi[k]{Ok) 

Soit C I'adherence schematique du sous-groupe fini 

< TT-^'e^ii), ..., 7r-'^"e,(„) >C Tp{H) ® F/Of 

Soit H'l = Hi/C, (ei, . . . , e„) la base de Tp{H[) image de (7r^''ieo-(i), . . . , 7r^°"eo-(ri)) via Tp{Hi) ^^ 
Tp{H'i). Soit la chaine d'isogenies 

H'i^...^H'n^H'i 

telle que \fi ker^ip'^ o ■ ■ ■ o ip'^^) soit I'adherence schematique du groupe 

< TT-^ei, . . . , TT-^e,, e,+i, . . . , e„ >C Tp{H' i) ® F/Op 

Soient y\, . . . , y'„ G Ok, Yii n'l = tt? des nombres associes a H[ ^ . . . ^ H'^ -^ H'l. 

Alors, iv{y[), . . . ,v{y'„)) e A ne depend que de (ai, . . . ,a„) xct e Waff et de (w(j/i), . . . ,v{yn)) e 
A. Cela definit une action de Waff sur A. L'operateur associe a (oi, . . . , a„) xi a est note 

(7r-"\...,7r-"") >i<T 
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8.2. L'application A > Newt. — 

Definition 8.3. — Soit A g]0, -^[- On note i]x : [0, +oo[ — > [0, +oo[ la fonction continue lincaire 
par morceaux definie par 

/ \ _ f qx si X € [0,\] 

'^^^^'' ^ \ {x-\) + q\six& [A, +oo[ 

Lemme 8.4- — Pour (fi, . . . , v^) 6 A soit 

77(1)1, ...,v„) = r]jn_ o • • • o 77.^ : [0, +oo[ — > [0, +cx)[ 

Soit 

V{vi,...,Vn) = {vivi,---,Vn)*)l[i,g^] 

oil on pose f*{x) — sup{— xi + f(t) | t G [0, +oo[}. Alors P{vi, . . . , Vn) G Newt et cela definit une 
application 

"P : A — > Newt 

Lemme 8.5. — Soit Hi > ... — > _ff„ — —> Hi une chaine d'isogenies sur Ok et 

(wi, . . . , Vn) G A fe uplet associe. Alors V{vi, . . . , w„) est le polygone de Newton de Hi. 

Corollaire 8.6. — Pour tous (oi, . . . , a„) >^ cr G Waff e< u G A 3r G S„ 

8.3. Quartiers. — 

Definition 8. 7. — On note 

g(A) = {(«!, . . . ,z;„) G A I t,i > ^ > . . . > ^ > . . . > ^} 

q q^ q"- 

Proposition 8.8. — L'application 7^|q(a) induit une bijection entre Q{A) et Newt. A 
(vi, . . . ,Vn) S Q(A) elle associe le polygone de pentes Ai > ■ • ■ > A„ oil Vi Xi = i_"Vi ■ 

S'oit i/i > . . . — > Hn — ^ Hi une chaine d'isogenies sur Ok- Le point associe dans A est 

dans (3(A) ssi la filtration 

(0) C ker (/5i C • • • C ker((^„ o • • • o (/^i) = fl"[7r] 

raffine la filtration de ramification inferieure (donnee par la valuation des points de ir-torsion) sur 
H[7r]. 

Rappclons qu'etant donnes deux drapeaux complets sur un F^-espaces vectoriel de dimension 
n on pcut dcfinir leur invariant dans S„ mesurant la position relative des sous-groupes de Borel 
du groupc lincaire associe. 



Proposition 8.9. — On a la decomposition 

A= U a.g(A) 

Une chaine d'isogenies Hi > . . . — > Hn — ^ Hi sur Ok donne lieu a un element de cr.(3(A) 

ssi I'invariant des drapeaux 

ker</Ji C ker((/32 o fi) C • • • C ker(<^„_i o . . . ipi) c Hi['k]{Ok) 

et un drapeaux complet raffinant la filtration de ramification sur Hi[tt] est a. L'application V\cr.Q{A) 
est I'isomorphisme compose 

cr.g(A) ^-U Q(A) ^ Newt 

Les applications Vt G &n t '■ cr.Q(A) > rcr.Q(A) sont affines. 
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Remarque 8.10. — Pour a G 6„ I'application affine a : (5(A) ^^ (j.Q{/S) est donnee par Ics 



formulcs suivantcs. Soit (wi, . . . , w„) G Q(A) et ct.(wi, . . . , w„) = {v'^, ■ ■ ■ ,v!^ 
et Vi > 1 si Ti G 6i, T2 G ©i+i sont tcls que 

CTTl(l) < • • ■ < (JTi{i — 1) 
(TT2(1) < ■ • ■ < fTT2(i) 

alors 

i i — 1 

''^^ ~ Z^ „crr2(fe)-l ~ Z^ ■ 



Alors 



A;=l 



qaT2{k)- 



fe=l 



jCTTi(fe)-l 



8.4. La structure simpliciale sur A. 



Definition 8.11. — On munit A de Tunique structure simpliciale Waff-invariante pour laqucUc 
I'application P|q(a) • Q(A) > Newt soit un isomorphisme simplicial. 

Proposition 8.12. — Les simplexes de la structure simpliciale precedente sont des simplexes 
standards pour la structure affine naturelle de A. L'action de Waff est affine sur chaque simplexe. 

8.5. Enonce du theoreme principal. — 

Theoreme 8.13. — L' isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld induit un iso- 
morphisme simpliciale Waff-equivariant 

A^\A\ 

affine sur chaque simplexe tel que V application d'ouhli du niveau 3^"" > X"" s'identifie au 

quotient par 6„ 



13^" 



|X°"| 



-^A 



1^1 



-^«- Newt ■ 



Dans cette hijection (5(A) correspond au quartier Q C |.4| et le simplexe fondamental dans Q 
correspond a 

{iv,,...,Vn)eA\v,>->--->-^>^} 

Soit G le barycentre du simplexe fondamental dans \A\. Pour 1 < i < n la correspondance de Hecke 
{Hi —>...—» Hn — > i^i) I — > Hi est donnee par une rotation autour de G dans Vappartement A 
composee avec I'application quotient \A\ -^ Q. 

Soit Q' C Q le quartier prive des murs ai.i+i = pour 1 < i <n — \. Sur I'image reciproque de 
Q' dans Vespace de Lubin-Tate sans niveau le groupe p- divisible universel possede un drapeau com- 
plet de sous-groupes canoniques. Cela fournit une section sur cet ouvert admissible du revetement 
en niveau Iwahori. Cette section est donnee par le diagramme 
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simplcxe fondamcntal 



1 1 



1 

9+1 



_2_ 1 _ 1 

9+1 9(9+1) - g 



domainc fondamcntal dc Gross-Hopkins 
Figure 8. La structure simplicialc de A =]01[ dans Ic cas de GL2 



Xq 



"-\ 



^-^^H^+T) 



1 - 1 1 _ .1 

-^i^+T) ^ 9^(9+1) 




9^(9+1) 



Figure 9. L'application entre les squelettes de I'espace de Lubin-Tate en niveau Iwahori et 
celui sans niveau pour GL2 (cette application est "multivaluee" en ^rr)- La section canonique 
est definie sur Ic segment ]0, — rr [ d'imagc l^rrj 1[- L'opcratcur dc Heckc donne par I'element 
non-trivial dans le nornialisateur de Tlwahori modulo I'lwahori qui agit comme automorphisme 
de I'espace en niveau Iwahori correspond a la symetrie de centre ^, x i—> 1 — x. 



Appendice A 
L'immeuble de PGL„ 

A.l. Definitions. — On fixe V un i^-espace vectoriel de dimension finie. On note G = PGL(y) 
le groupe algcbrique sur F associe. 

Definition A.l. — L'immeuble dc G est le complcxe simplicial G(i^)-cquivariant dont les som- 
mcts sont les classes d'homothetics de rescaux dans V et dont les simplexes sont les ensembles 
finis (fli, . . . , ad) de sommets tels que les {ai)i<i<d possedent des represcntants {Ai)i<ci<d tels que 

ttAi C Ad C • • • C A2 C Ai 

On note T cet ensemble simplicial. Pour un rcseau A on notcra [A] e Z sa classe d'homothctie. 

Nous commettrons parfois I'abus de notation qui consiste a noter X Tcnscmble des sommets du 
complexe simplicial X et ccrirons ainsi x £X pour x un sommet de X. 
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Figure 10. 



Figure 11. L'appartement de PGL3 dans le squelette de I'ospace de Lubin-Tate en niveau Iwahori ! 



Rappclons que Ic choix d'un soinmet [Aq] G T definit un etiquetage des sommets de X par des 
elements de 'L/n'L : 

I — > Z/nZ 

[A] ^ [Ao:A] 

Le choix d'un autre sommet translate cet etiquetage par une constante dans Z/nZ. Si g G G{F) 
alors Taction de g translate I'etiquetage par une constante egale a v{(\.et{g)) G Z/nZ. 



Definition A. 2. — Une normc sur V est une application 

- Va; G ^ \\x\\ = +CX) <^ a; = 
-^x,y)eE^ ||x + y||>inf{||x||,||2/||} 

- yaeFVx e E \\ax\\ = v{a) + \\x\\ 



E 



. U {+cxd} vcrifiant 
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La definition d'unc norme que nous prenons n'est pas la definition usuelle (celle donnee page 58 
de [3]). Nous prenons la version "additive" de la definition usuelle (si ||.|| est une norme en notre 
sens alors la norme usuelle associee est g"""). 

Definition A. 3. — Deux normes ||.||i, ||.||2 sout equivalentes si il existe A e M tel que ||.||i = 
||.||2 + A. On notera [|[.||] la classe d'equivalence dc ||.||. On dcfinit une action do G{F) sur les 
normes et leurs classes d'equivalence en posant g.\\.\\ = ||(7^^.||. 

Rappclons cgalement la proposition suivante. 

Proposition A. 4- — La realisation geometrique \X\ de Vimmeuhle de G s'identifie comme en- 
semble G{F)-equivariant d Vensemble des classes d'equivalence de normes sur V . Si [A] est une 
classe d'homothetie de reseaux dans V le sommet associe dans la realisation geometrique de Vim- 
meuhle est la classe de la norme 

||x||a = -inf{ fc eZ I vr'^xe A} 
Rappelons egalement que si ||.|| est une norme alors I'ensemble 

{ [{x&V\ \\x\\ >a}] |aeM} 

forme un simplexe dans Timmeuble et que dans la realisation geometrique Ic point [||.||] est dans 
la realisation geometrique de ce simplexe. 

Reciproquement, si ttAi C A^; C • • • C Ai definit un simplexe a, si 

d 

A'^ = {(ii,...,t,)eM:tl E*'' = l} 
est le simplexe usuel il y a alors un homeomorphisme 

A'^ ^^ \<7\ 

qui a (il, . . . , td) associe la norme 

||.j| =inf{ IMIa. +ii + ---+ti-i }l<^<d 

(oil Ton a pose f i + • • • +ti-i = si i = 1). Get homeomorphisme est une isometrie si rimmeuble est 
muni de sa mctrique definie a partir de celle sur ses appartements et A'' de la metrique -y= \/^~tf. 

A. 2. Appartements. — 

A. 2.1. Definition. — 

Definition A. 5. — Soit T un tore maximal deploye dans G. L'appartement associe a T est le 
sous-complexe simplicial dont les sommets sont les points fixes de T{Fy ~ || ker |x|- On le 

xex-(T) 
note A{T). 

La realisation geometrique |^(T)| de AiT) est le sous-espace ferme de \I\ forme des points fixes 
de T{Ff. 

L'ensemble des tores maximaux dcploycs dans G est en bijection avec rcnscmble des n-uplets 
de droites (D\, . . . , Dn) dans V tels que V — Di ® ■ ■ ■ ® D„. A (Di, . . . , D„) est associe le tore 
T = GJ^/Gm ^^ G agissant diagonalement relativement a la decomposition en sommcs de droites 
de V . L'ensemble des appartements est done en bijection avec l'ensemble des classes d'equivalcnces 
debases (ei, .. .,e„) deV ohy{xi)i £ (F^)" (ei,. . . ,e„) ~ (xici,. . . ,a;„e„). A la base (ei, . . . ,e„) 
est associe le complexe simplicial dont les sommets sont 

{[<7r'^iei,...,^''"e„>] | (a,), e Z" } 

qui est l'appartement associe. 

Example A. 6. — Pour PGL2 les appartements sont les droites simpliciales infinies a droite et a 
gauche dans I'arbre. 
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Figure 12. Un appartement dans rimmeuble de PGL2 sur ' 



A.2.2. Structure affine. — Lc groupc T{F) stabilise rappartcmcnt A{T) ct fait dcs sommcts dc 
A{T) un cspacc principal homogcnc sous T{F)/T{F)^. II y a un isomorphisme 



X,{T) 



T{F)/T{Ff 
u:{n)T{Ff 



Si [A] £ A{T) alors si G dcsignc lc modclc entier dc G associc, G_ = PGL(A), si T designe 
radhcrcnce schematiquc dc T dans G, T est un sous-tore de G. Alors, T[FY = T{Of) et le choix 
dc [A] induit au niveau des sommcts le diagrammc suivant 



■A{T) 



-^I 



T{F)/T{Of) 



G{F)/G{Of) - 

qui idcntific Ics sommcts dc A{T) avec I'immeuble de T . 

L'action dc X^,{T) sur Ics sommcts de A{T) s'etend en une structure d'espace affine sur |^(T) 
d'espace vectoriel sous-jacent X*(T) (g) K. Si T est associe a la base (ei, . . . , e„) de V, X^{T) ~ 
Z"/Z, Z agissant diagonalement sur Z" et oil si {ei)i est la base canonique de Z", e^ correspond 
au co-caractere 1 1 — > [cj i— > t '^ Cj]. En choisissant comme origine [< ei, . . . , e„ >] dans |,4(T)|, 

\A{T)\ ~ X,(T) ® M ~ M'VK 

et a (ai, . . . , a„) G ]R"/E est associe la classc dc la norme 

n 

II ^ AiG^II = inf{i;(Aj) - a^ | 1 < i < n } 

Et en fait on a la reciproque suivante : 

Lemme A. 7. — Une classe d'equivalence de normes [||.||] est dans I'appartement associe a la 
base (ei, . . . , e„) ssi V(a;i, . . . , Xn) S -F" || X]i=i ^t^iW ""^^ depend que des v{xi) pour 1 < i < n. 

Demonstration. Soit ||.|| une normc comme dans Tcnoncc. II suffit dc montre que pour tout 
a G R { a; e y I I a;|| > a } est un reseau de la forme < 7r"iei, . . . , 7r°"e„ > puisque [||.||] est dans 
I'enveloppe convexe de ces classes de reseaux lorsque a varie dans M. Ccla rcsultc du lemme qui 
suit dont la demonstration elementaire est laissee au lecteur. D 
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Lemme A. 8. — Soit un sous-ensemble A C (Z U {+00})". L'ensemble 

{ (x,)i<.<„ e ^" I v{x,) G A } 

est un reseau de F" ssi il existe (oi, . . . , a„) e Z" tels que A = { (fci, . . . , fc„) | Vi ki > a^ } 

A. 2. 3. Le systeme de racines affines. — On a vu qu'on pciit rctrouver les sommets de I'apparte- 
ment associe au tore T a partir de celui-ci et mettre unc structure affine dessus. En fait, a partir 
du systeme de racines associe on pent retrouver toute la structure simpliciale. 

Soit <I> C X* (T) le systeme de racines de T dans Lie G. On appelle racine affine l'ensemble des 
fonctions 

$aff = {a + fc|ae$fcGZ} 
Soit Xq € |,4(r)| un sommet (un point special dans la terminologie de Bruhat-Tits, mais pour 
PGL„ tous les sommets sont speciaux). Le choix de xq permet d'identifier |^(T)| a X^{T) M 
et fournit done un ensemble de fonctions affines encore appelees racines affines sur |^(T)| et note 
$aff- On verifie aussitot que cet ensemble de fonctions affines ne depend pas du choix de xq. 

Definition A. 9. — Un mur est un hyperplan de la forme q:^^({0}) 011 a G $aff- Un dcmi- 
appartement est un ensemble de la forme a~^([0, +oo[). 

Example A. 10. — Dans I'immeuble de PGL2 les demi-appartements sont les demi-droites sim- 
pliciales. 

La structure simpliciale se retrouve maintenant de la fagon suivante. 

Definition A. 11. — Une facette est une classe dans |^(T)| pour la relation d'equivalence x ~ y 
si x et y sont contenus dans les meme demi-appartcments. On met la relation d'ordrc suivante sur 
les facettes : Fi < F2 si Fi c F2. 

Appelons simplexe ouvert {{xi)i £ R^ | J^i^i = 1 ct Vi x^ ^ }. Ainsi pour un complexe 
simplicial C, ct cr un simplexe dc C on pcut dcfinir le simplexe ouvert associe a a dans la realisation 
geomctrique \a\ C \C\. Ces simplcxes ouverts forment une partition dc \C\. 

Fait 1. — Les facettes s 'identifient aux simplexes ouverts dans la realisation geometrique du com- 
plexe simplicial A{T) . Ce complexe simplicial s 'identifie au complexe simplicial associe a I 'ensemble 
ordonne des facettes. 

Soit A un ensemble dc racines simples dans $ associe a un ordrc sur les racines et {wi, . . . , a;„_i} 
l'ensemble des copoids fondamentaux associe a A. Alors, X^{T) =< wi, . . . , uJn-i > et un simplexe 
maximal associe est 

n-l 

Conv(0,wi,...,w„_i) = { ^OiUJi I a^ G R+ et ^a^<l}c X^{T) ®K 

i—l i 

dont les sommets sont (0, wi, . . . ,ct;„_i). Les autres simplexes (les adherences des facettes) s'en 
dcduiscnt en prenant les iteres sous Ic groupe de Wcyl affine des faces de ce simplexe. 

-co CO 



Figure 13. Un appartcmcnt dc rimnicublc de PGL2. a; = copoids fondanicntal 

Dans la figure ci-dessous uji{t) ~ (t, 1,1) ct u!2{t) = {t,t,l) sont les copoids fondamentaux 
associes au systeme de racines simples {ai,a2} pour le tore diagonal de PGL3 ou Q!i(ti, ^2, ^3) = 
tit^^ et a2{ti,t2,t3) — ^2^3"^- Les reseaux indiques sont Aq =< 61,62,62 >, Ai =< 7r6i,e2,63 >, 
A2 =< 7r6i,7r62,63 >, A3 =< 7r^6i, 7re2, 63 >, A4 =< 6i,7r62,63 >. Le choix fait dc la structure 
euclidiennc pour representor I'appartement de PGL3 n'est pas quclconque. On a pris, a un scalaire 
pres, I'unique structure euclidiennc invariante sous Taction du groupe de Wcyl affine (cf. la section 
qui suit). Pour cette metrique les simplexes sont des triangles equilateraux. 
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Figure 14. Un appartement dans rimmoublc de PGL3 

A. 2. 4- Groupe de Weyl ajfine. — Soit T un tore deploye maximal dans G. 

Definition A. 12. — On note W^s = N{T){F)/T{F)\ 

Le groupe W^aff a-git sur |^(r)| par des transformations afFincs. II y a de plus unc suite exacte 
scindable 

1 -^ X,{T) -^W^s^W^l 

ou W^ = N{T){F)/T{F) est le groupe de Weil vectoriel du systcmc de racines $. L'application 
Waff — > W s'identifie a l'application qui a une application affine associc sa partie vectorielle. 
Le choix d'une origine xq £ A{T) induit un scindage Waff — X^{T) x W via W = Stabvi/aif(a;o)- 
L'action de W^s sur |yl(r)| permet cgalement de retrouver la structure sinipliciale puisque les murs 
sont exactemcnt les hyperplans fixes des symetries non-triviales dans Wag. Ce complcxe simplicial 
ne depend que du systeme de Coxeter associe a $aff- 

On muni [^(T)] d'une metrique euclidienne invariante sous Taction du groupe de Weyl affine 
(une telle metrique est unique a un scalairc pros). Bruhat et Tits montrent qu'une telle metrique 
peut s'ctendre a tout I'immeuble en une metrique G'(-F)-invariante de manicre a redonner la 
metrique que Ton a fixce en restriction aux appartemcnts. On renvoie a la section 3 du chapitre 3 
de [3] pour une formule donnant la distance entre deux normes dans Pimmcuble. 

A. 2. 5. Une parametrisation des chambres dans un appartement. — Soit A{T) un appartement 
dans T. Soit <!> C X*{T) Tensemblc des racines associees et $+ un ensemble de racines positives 
associc au choix d'un sous-groupe de Borel contenant T. Nous allons donner une parametrisation 
des simplexes maximaux dans A{T) comme intersection de demi-appartements (cf. figure 15). 

Proposition A. 13. — Fixons une origine dans A{T) et identifions done les sommets de A{T) 
dX.,{T). Soit 

A = {(6c)ae*+ e Z*+ I Va, /3 e $+ a + /3 e $+ ^ 6„+^ G {fe„ + b^, 6^ + 6/3 + 1} } 
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et B I'ensemhle des simplexes maximaux (vus comme les collections de leurs sommets) dans A{T). 
II y a alors une bijection entre A et B donnee par les deux applications inverses 

A — > B 

et 

B — > A 

S I — > (inf{a(x) I X e S})^^^^ 

La realisation geometrique du simplexe associe a {ba)a est 

{x eX4T)®M. I Va e $+ a{x) e [ba,ba + l] } 

Demonstration. On peut supposer que T est le tore diagonal de PGL„ 

T = {diag(ti, . . . ,t„) I fi e G„j} 

et que $+ = {titj^ I i < j}. On identifie alors X^{T) a Z"/Z ou Z ^^ Z" est le plongement 
diagonal. Soit done une collection d'cnticrs relatifs (6ij)i<i<j<n telle que 

\fi < j < k bik e {6jj + bjk,bij + bjk + 1} 

On veut montrer que 

S = {(ai, . . . , a„) e Z"/Z I Vi < j Oj - a, e {bij^b^j + 1} 

est un simplexe maximal et que cela en donne une parametrisation. Le point P = (0, 612, . . . , bn, . . . , 6i„) 
appartient a S. On vcrifie facilement que quitte a translater par — P et transformer les bij en 
bij —bij +bii pour l<i<j<non doit montrer que les simplexes maximaux posscdant (0, . . . , 0) 
comme sommet sont parametres par 

{ibij)i<z<j<n I Vi > 1 6ii = et VI < i < j < fc b^k e {bij + bjk,bij + bjk + 1} } 

Get ensemble s'identifie a 

^ = {ibij)i<i<j<n I Vi < j bij e {-1, 0} et Vi < j < k b^k e {b^j + bjk,bij + bjk + 1} } 

Soit le simplexe maximal 

^0 - {(0,...,0,l,...,l)|0<i<n} 

i 

= {(ai, . . . , a„) I Vi < j Gj -ai £ {0, 1} } 

qui est associe a la donnee \/i < j bij = 0. Les autres simplexes maximaux posscdant (0, . . . , 0) 
comme sommet sont les orbites sous le groupe de Weyl 6„ de So- De plus 

Vct e &n cr.So = {(ai, . . . ,a„) £ Z"/Z | Vi < j a^-iQ-) - a^-i^i) e {0, 1} } 

= {(ai, . . . , On) e Z'VZ I Vi < j Gj -a,e {0, 1} si a^'^{i) < a'^j) 

et Oj - a,, e {-1,0} si a^^{i) > a^^ij) } 

Soit done Tapplication qui a cr G 6„ associe {bij)Ki<^j<n oil 



^'' ' 1 -lsia-l(^)>(T-l(J) 

II est asie de verifier que cela dcfinit une application S„ — > X qui d'aprcs le lemme qui suit est 

une bijection. D 

Lemme A. 14- — Soit I'application de (3„ dans I'ensemble des parties de {{i,j) | 1 < J < j < t^} 
qui a a associe \i < j \ a{i) < crij)}- Elle induit une bijection entre S„ et 

^ {i,j)eB et{j,k)eB^ii,k)eB 

{1,3) iB et{j,k)iB^{i,k)iB 
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Figure 15. Un simplexe parametre par unc intersection dc dcmi-appartements 

A.3. Immeuble dual. — Notons I{V) rimmcublc dc VGh{V) ct I{V*) cclui dc PGL(y*). 

Definition A. 15. — Pour A un reseau dans V notons A^ = {ip ^V* \ (/^(A) C Of} le reseaux 
dual. 

L'isomorphisme dc complexes simpliciaux 

I{V) — > I{V*) 

[A] ^ [A^] 

s'etend en unc isometric |2r(y)| -^^ |I(y*)| en posant pour toute nornic ||.|| sur V 

Vcp e V* yw"" = M{v{ipix)) + \\x\\ I ||.t|i > 0} 

qui dcfinit unc normc ||.||^ sur V* , et dcfinit risomctric [||.||] i — > [|M|^]- Cctte isometric transforme 
Taction dc g G PGL(y) en celle dc (*.g)^^ et envoic les appartements sur dcs appartements via 
des isometries affines. 

A. 4. Quartiers. — 

Definition A. 16. — Un quartier dans I'appartement |^(r)| de \2\ est un sous-ensemble ferme 
dans |-4(r) | de la forme .x + C oii C est une chambre vectorielle dans X* (T) (g) R, I'espace vectoriel 
directeur dc I'espace afiine |,4(T)|. L 'element x est appele le sommet du quartier x + C. 

On renvoie a la figure 16. 

Soit [Aq] G X. Soit Q un quartier de sommet [Aq] dans \X\. II cxistc alors unc base (ei, . . . ,e- 
de Aq telle que les sommets de X dans Q soient 



■ ; ^n J 



{ [< 7r''iei,...,7r""e„ >] | aj > • • • > a„ } 

Si Q est un quartier dc sommet x dans I'appartement |^(T)| il existc alors un ensemble dc co-poids 
fondamentaux (wi, . . . ,w„_i) dans X^(T) tcl que 

Q ^ x + R+uji H h M+tJ„-i 

Les quartiers de sommet x dans Tappartcment A{T) sont en bijection avec les sous-groupes de 
Borel de G contenant T. A un sous-groupe de Borcl est associe un ensemble de racines positives, 
done de racines simples et de eo-poids fondamentaux. 
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Figure 16. Un quarticr dans rimmcuble de PGL3 



A. 5. Enclos. 



Definition A. 17 ([2]). — Soit M un sous-ensemble fini de sommets contenu dans un apparte- 
ment A{T). On appelle enclos de M I'interseetion des demi-appartements dans |^(r)| contenant 
M. 

A priori cette definition est ambigue puisque I'enclos de M semble dependre du choix d'un 
appartement dans lesquels M est contenu. Cependant ce n'est pas le cas grace a la proposition 
suivante. 

Proposition A. 18. — Soit M comme dans la definition precedente. Alors Venclos de M est egal 
a I'interseetion des appartements dans lesquels M est contenu. II est aussi egal a la realisation 
geometrique de I'enveloppe convexe simpliciale de M . 

Demonstration. Soient Ci I'enclos de M, C2 I'interseetion des appartements contenant M et C3 
la realisation geometrique de I'enveloppe convexe simpliciale. II est facile de verifier "a la main" 
que les demi-appartements sont des intersections de deux appartements. De plus I'interseetion de 
deux appartements ainsi que les demi-appartements sont simplicialement convexes. On en deduit 
les inclusions 

C3 C C2 C Ci 

II suffit done de montrcr que si C est la realisation geometrique d'un sous-complcxe simplicial 
convexe fini d'un appartement et a; ^ C un sonunet dans cct appartement il existe alors a G $aff 
telle que a{x) < et Vy £ C a{y) > 0. Bien que pcnible a verifier cela nc pose pas de problcmes. D 

Remarque A. 19. — Pour I'immeuble de PGL2 I'enclos coincide avec I'enveloppe convexe pour 
la structure afRne de I'appartement, mais en general cette enveloppe convexe affine est contenue 
strictement dans I'enveloppe convexe simpliciale. 

Proposition A. 20. — 4-4 Soit S un ensemble fini de sommets contenus dans un meme apparte- 
ment. Une classe de normes [||.|j] S \I\ est dans Venclos delimite par les elements de S ssi pour 
un ensemble de representants S des classes d'homotheties des reseaux dans S la fonction x 1— » ||x|| 
ne depende que des l|a;||A, A £ S. 
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Figure 17. L'enclos delimite par les points P et Q dans rimmeuble de PGL3 

Demonstration. Si les elements de S sont contenus dans I'apparteinent associe a la base 
(ei, . . . ,e„) de V alors les ||.||a ne dependent que des valuations des coordonnees dans unc telle 
base. La proposition rcsultc done du lemme A. 7 couple a la proposition precedente. D 

Definition A. 21. — Soicnt ||.||i ct |[.||2 deux normcs sur V. Posons 

||.||iA||.||2 = inf{||.||i,||.||2} 
et 

iMiivii.ii2 = (ii.iirAii.ii^)^ 

qui dcfinit deux operations binaircs sur les normes sur V. 

Cos deux operations ctcndcnt les operations d'intcrscction ct dc sommes dc deux rescaux : 

IMIaiAIMIa, = ||.|!AinA., IMIaiVIMIa, = ||.|1ai+a. 

On pent alors montrcr la proposition suivante : 

Proposition A. 22. — L'enclos d'un ensemble fini de sommets est Vensemhle des classes de 
normes [||.||] telle que \\.\\ puisse s'obtenir a partir des ||.||a, [A] £ S et I'iteration d'un nombre fini 
d'operations qui sont 

VA gM |1.|| ^ ||.|1 +A, V et A 

A. 6. Quotients de I'immeuble. — 

A. 6.1. Quotient par un sous-groupe compact maximal de GLn. — Soit [Aq] £ T et GL(Ao) Is 
sous-groupe compact de Gh{V) associe. Soit Q un quartier de sommet [Aq] dans un appartement 
contenant [Ag]. Alors, 

Q ^ III - GL(Ao)\|Z| 
induit un isomorphisme 

Q ^^ GL(Ao)\|Z| 
qui au niveau des sommets n'est rien d'autre que la decomposition de Cartan de GL„ 

GL4F)= [] GL„(Of^)diag(7r"\...,7r"")GL„(Oj.) 

ai>--->an 

Gela dcfinit une projection 

PiQ : |2^l — 'Q 
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Si Q' est un autre quartier de sommet [Aq] (pas forcement dans le meme appartement) alors la 
restriction de prg a Q' induit une isometrie affine (au sens oil elle conserve les barycentres) entre 
Q' et Q. De plus, si on fixe un etiquetage des somniets e : T — > TLjnL alors la projection prg 
conserve cet etiquetage. Ainsi si Q. rcsp. Q' . est contenu dans rappartcment |^(T)|, rcsp . |^(r')|, 
si 

Q = [Ao] + R+oJi + ■■■ + M.+uj„-i, resp. Q' = [Aq] + M.Wi + ■■■+ ^Wn-i 
pour des co-poids fondamcntaux {uJi)i dans X^{T) , rcsp. (wQi dans X^{T'), il existe alors une 
permutation a G ©„-! telle que 

Vi e([Ao]+wO = e([Ao]+w<,(,)) 

Cette permutation se calcule en utilisant le fait que prg conserve un etiquetage des sommets. 
Alors, via les identifications preccdentes 

PiQIQ' -Q' — ' Q 

Yl ^«^» ' — ' Yl ^^^'^{i) 

i=l i=l 

Parmi les autres proprietes de cette projection on vcrific que si S est un ensemble de somniets 
contcnus dans un mcnic quartier d'un appartement de X alors I'imagc par prg de Tenclos de S est 
I'enclos de prQ(S'). 

A. 7. Quotient par un sous-groupe d'lwahori. — Soit S un simplcxe maximal dans X ct 

I^{gG G{F) \\/xeS g.x = x} 

le sous-groupe d'lwahori associe. 

Soit A un appartement contenant S. L 'application composee 

1^1 ^ \X\ ^ I\\X\ 

induit un isomorphismc 

\A\^I\\X\ 

Appendice B 
Raniification superieure/inferieure dans le cas monogene 

Dans cet appendice nous cxplicitions les definitions d'Abbcs et Saito dans le cas des algcbres 
localement intersection complete monogenes, ce qui est le cas des sous-schemas en groupes finis 
localement fibres des groupes formels de dimension 1. 

Notons / un polynome unitaire separable a coefficients dans un corps value complet non- 
archimedien K de valuation v : K — > R U {+0x3}. On supposera de plus que / G Ok[T]- Soit K 
une cloture algebrique de K. On note 

f{T) = Y[{T-a,) 

oil Vi Oii G O-j^. 

La fonction / dcfinit un morphisme ctale fini d'espaccs rigides 

Lorsque /(O) = on va s'interesser a la fagon dont varient les composantcs connexes geomctriques 
des images reciproques des boules de rayon e lorsque e varie dans [01] 

/-HB(0,e))-^B(0,e) 

qui forme une famille de revetements etales finis lorsque e varie. On va voir que les composantes 
connexes geometriques sont des boules et que si /^^(B(0, e))° designe la composantes connexe 
neutre de alors 

ri(B(0,e))0=B(0,VXe))^B(0,e) 
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Oil ip^ une fonction de Herbrand, est unc fonction convcxcs afRnc par morccaux qui sc calculc en 
termes du polygene de Newton de /. 

Cela definit une filtration sur les racines de / via 

qui lorsque G = Spcc(C'x[r]/(/(r))) est un schema en groupes fini localement libre de section 
unite donnee par T = forme une filtration par des sous-groupes ctales de G^. Un thcoreme 
de fibration de Abbes et Saito montre plus gcncralement que cete filtration pent ctre dcfinie 
indcpendamment d'une presentation (i.e. dans le cas monogcnc le choix d'un polynome /) pour 
des algebres syntomiqucs finies. Nous explicitions done cete filtration dans le cas particulier tres 
simple des algebres monogenes. 

B.l. Composantes connexes geometriques de {x \ v{f{x)) > e}. — 

Definition B.l. — Notons pour tout e G v{K )>o Y*^ = {x G B^(A') | v{f{x)) > e} comme 
espace rigide sur K (un ouvert affinoide dans la boule unite). 

Si B(0, e) = {a;|w(a;) > e} on a done en termes d'espaces rigides V^ = /~^(B(0, e)) oil / : B^ — > 



Definition B.2. — Soit 7?.o,£ la relation d'equivalence sur / definie par \/i,j ^ I i ^ j. 

"R-O.e 

Definissons par recurrence sur k la relation d'equivalence TZk.e sur / de la fagon suivante : TZk.e est 
plus fine que TZk-i.e definie par 

Vz, j G / i ~ j si z '^ j et v{ai — aj) > 



/ 




\ 


e - 
\ 


j' ■* 3 





oil [«]7ifc_i , designe la classe d'equivalence de i pour la relation Tik-i,c- On note 7?.oo,e = T^k.c pour 
fc >> la relation d'equivalence limite sur /. 

Lemme B.3. — Notons pour tout r G v{K ) et a (z K B(a,r) = {x \ v{x — a) > r} comme 
espace rigide sur K . Les composantes connexes geometrique de V^ sont des boules 

Remarque B.4- — Bien sfir dans le lemme precedent il est inutile d'aller jusqu'a K . II suffit 
d'etendre les scalaires a n'importe quelle extension de K contenant toutes les racines de /. 

La demonstration du lemme precedent repose elle meme sur le lemme suivant applique de fagon 
recurrente. 

Lemme B.5. — Soit J un ensemble fini, {(3j)j^j G K et rj E v{K)>q. Definissons la relation 
d'equivalence suivante sur J : ji ~ J2 si v{(3j^ — /Jj^) > -rj?- Alors 

{xeK\Y,^i^- Pj) >v}^ H {xeKlY. v{x ~p,')>v- E "(/^^ - ^^■')} 

je.-' b]<^J/~ i'~3 3''*3 

Si Vji, J2 e J ji ^ J2 alors 

Vjo e J {xeK\Y.v{x- p,) >7i] = {xeK\ v{x - 13,,) > -^} 
3eJ l"^l 
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B.2. Dualite convexe et polygene de Newton. — 

Definition B.6. — Soit ip : M — > R U {00} une fonction convexe semi-continue inferieurement. 
Posons 

^/,*(s) = sup{i I Vl*) > -s • +t} 

La fonction ip se deduit de ip* par 

ipit) = sup{-a-t + 'ip*{x) \x e M} 
(le graphe de ip est une "enveloppe" de droites). On ccrit cela sous la forme t/j = ip** . 

Definition B.7. — Notons Newt : [0,deg/] — > [0, +00] le polygene de Newton de /. II s'agit 
d'une fonction convexe lineaire par morceaux. Si / = ^^. auT^ son graphe est I'enveloppe con- 
vexe des (k,v{ak))k- Ses pentes sont les opposes des valuations des racines de / (comptees avec 
multiplicite). 

Lemme B.8. — 

Newt*{s) = inf{v{f(x)) \ x el^ v{x) > s] 

un intervalle de v{K) 

Demonstration. On verifie facilement que 

inf{w(/(a;)) \x £ K v{x) > s} = > inf{s, 11(0:.;)} 

iei 

U 
On a done en termes de geometric rigide 

/(]B(0,s))=B(0,Newt*(s)) 

B.3. Fonction de Herbrand. — Supposons que /(O) = 0. 

Definition B.9. — Soit X'^ la composante connexe geometrique de dans V^ = /^^(]B(0, e)). 

Proposition B.IO. — Si Von pose ri{») = Newt*{») et ijj = rj^^ on a les egalite 

X"'') = 1(0, e) et X' ^ 1(0, i/;(e)) 

Demonstration. On verifie aisement que la fonction 77 : [0, +oo[ — > [0, +cxd[ est strictement 
croissante et que done ip est bien definie. La seconde egalite resulte de la premiere. On a d'apres 
le lemme precedent 

^''^^^=r'(/(B(0,e)))° 
oil (— )° dcsigne la composante connexe de G 1"'^. Bien sur 1(0, e) C /~^(/(l(0, e))) ct done 
1(0, e) C /"i(/(l(0,e)))O. De plus on salt qu'il existe e' > tel que /-i(/(l(0, e)))0 = 1(0, e') 
avec necessairement e' > e. Mais /(1(0, e')) = 1(0, r^{e')) or si e' > e r]{e') > 77(e). Done e' = e. D 

La fonction 77 se calcule de fagon usuelle par une integrale : 
Lemme B.ll. — 

77(5)== / Card (/-I (0)n 1(0, s))<is 
Jo 

Lemme B.12. — Solent f et g deux polynomes comme precedemment. Alors 

Newtj^g = Newtf o (Newt*) 

En particulier Newtf et Newtg determinent completement Newt fog ■ La fonction rj associee a f o g 
est la composee de celle associee a f avec celle associee a g. 

Demonstration. On a 

(/ o g)(l(0, e)) = /(1(0, Newt;(e))) = 1 (O, Newt}(Ncwt;(e))) 

qui est cgal a 1(0, Ncwt}„g(e)). D 
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B.4. La filtration de ramification des schemas en groupes monogenes. — Soit G = 
Spec{OK[T]/{f)) oil /(T) = TYliiT — ai) im schema en groiipe fini localement libre sur Ok dont 
I'algebre est monogene. 

Remarque B.13. — Soit H un groupe formcl p-divisible sur Ok ct G C H un sous-groupe fini 
localement libre. Alors I'algebre de G est monogene. En effet, apres un bon choix de coordonnees 
formelles T a la source et au but risogcnic de groupes formcls H — > H/G s'ccrit T i — > f{T) 
pour un polynomc unitaire /. 

Definition B.14- — On pose Ga = {cti \ v{ai) > a } vu comme sous-groupe etale de G,,. On 
note egalement Ga — Spec(Oif [T]/(T]^j v(ai)>ai'^ ^ ^i))) ^^^ adherence schcmatiquc dans G. On 
pose G" = G^(a) oil ip est la fonction de Herbrand associee a /. 

D'apres la proposition B.IO Ic groupe G" est celui defini par Abbes et Saito, et etudie par 
Abbes-Mokrane ([1]). 

Proposition B.15. — Soit ip : Hi — > H2 une isogenic de groupes formels p-divisibles de di- 
mension 1 sur Ok- Soit G C Hi plat fini et (p{G) Vadherence schematique de Lp{Gn)- Alors 

Va (^(G") = if{GT 

Demonstration. Posons G = Spcc(Oif [T]/(/ 05)), Lp{G) = Spec(Cif [T]/(/)) et (^ : G — > ip{G) 
donne au niveau des algcbrcs par T 1-^ g{T). Alors, G" est la composante connexc dc dans 
U = {y ^ M^{K) I v{f o g{y)) > a} et <^{GY la composante connexe de dans V ^ {y ^ 
W-{K) I v{f{y)) > a}. II est clair que ip{V) C U. Dc plus I'imagc par (p de la composante connexe 
contenant dc V^ est encore connexc, conticnt zero, et done est contenue dans (^(G)°. Done 
<p(G°) C (^(G)°. Pour I'autre inclusion il suffit dc voir qu'etant donne que (p induit un morphisme 
etale fini d'espaces rigides le morphisme (p\v '■ V — > U est etale fini et qu'il Test done encore en 
restriction a chacune des composantes connexes. Or un morphisme etale fini entre espaces rigides 
connexes est surjectif. D 

Les groupes de ramifications superieures se comportent done bien par isogenics, mais sont moins 
concrets que ccux de ramification inferieurc. Certains des calculs dc cct article se ramenent done en 
fait a jouer sur les deux plans en passant de la ramification inferieurc a la ramification supcrieure. 



[9 

[lo; 
[11 
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